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近年 来 随 着 人 类 生产 实践 和 科学 研究 的 不 断 进 步 ,涌现 出 了 各 种 非 线 
性 ,多 尺度 ,复杂 体系 问题 ,例如 原子 分 子 电离 问题 ,细胞 周期 调控 问题 等 。 
此 类 问题 的 研究 大 大 促进 了 非 线 性 动力 学 的 发 展 和 它 在 各 个 学 科 中 的 应 用 
早期 非 线性 动力 学 的 研究 对 象 , 很 多 是 从 工程 实践 中 抽象 出 来 的 具有 代表 性 
的 非 线性 方程 。 对 它们 的 深入 研究 ,揭示 了 分 形 、 分 岔 以 及 混沌 运动 等 一 系 
列 非 线 性 系统 独 有 的 现象 ,发 展 出 了 多 种 成 功 的 方法 及 理论 来 刻画 和 分 析 这 
HABE 

非 线性 空间 延展 体系 广泛 存在 于 自然 界 和 工程 实践 中 ,其 动力 学 演化 极 
其 复杂 难 解 ,是 科学 家 们 长 期 关注 的 重要 问题 。 本 书 将 着 重 介绍 利用 动力 系 
统 理论 和 变 分 计算 方法 ,仔细 考察 经 典 的 描述 系统 相位 变化 的 Kuramoto- 
Sivashinsky(KS) 方 程 ,详细 分 析 其 稳 态 解 。 取 得 的 研究 结果 使 我 们 对 系统 的 
斑 图 动力 学 有 了 更 全 面 的 认识 ,这 种 分 析 方 法 为 类 似 复杂 系统 的 研究 提供 了 
有 力 的 新 工具 。 

本 书 主要 包括 4 部 分 内 容 。 第 1 部 分 包括 第 1—3 章 。 第 1 章 简 要 介绍 
了 动力 系统 的 发 展 史 。 第 2 章 介 绍 了 可 以 应 用 于 时 空 延 展 动力 系统 的 周期 轨 
道理 论 ,该 理论 用 周期 轨道 的 展开 来 计算 物理 量 的 平均 值 。 第 3 音 详 细 介绍 
了 一 种 用 来 寻找 高 维 流 不 稳定 周期 轨道 的 强 有 力 方 ; 
方法 应 用 到 了 交叉 电磁 场 条件 下 的 里 德 伯 原子 系统 中 ， be 
变化 时 周期 轨道 的 演变 ,发 现 核 外 电子 被 电离 后 存在 着 小 概率 的 电离 回归 现 
象 。 此 外 还 以 勒 斯 勒 (R6ssler) 方 程 周期 轨道 的 计算 为 例 ,说 明 如 何 有 效 建 立 
符号 动力 学 来 实现 轨道 的 系统 搜寻 。 

第 2 部 分 是 第 4 章 。 本 章 应 用 变 分 法 研究 KS 方程 ,以 两 条 最 简单 的 周 
期 轨道 作为 组 成 单元 ,成 功 建立 了 一 维 符号 动力 学 ,系统 地 找到 了 该 方程 在 
弱 汕 流 时 一 定 拓 扑 长 度 内 的 所 有 短 周 期 轨道 。 结 果 表 明 : 轨道 拓扑 的 分 类 方 
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式 为 今后 研究 如 何 剖 分 高 维 相 空 间或 者 流体 系统 时 提供 了 一 种 可 借鉴 的 重 
要 方法 。 

第 3 部 分 是 第 5 章 。 本 章 研究 了 静态 KS 方程 的 不 稳定 周期 轨道 ,对 所 
有 找到 的 短 周 期 轨道 按照 拓扑 的 方式 进行 归 类 。 首 先前 明了 不 动 点 在 动力 
系统 中 起 到 的 组 织 作用 ,然后 通过 选取 静态 KS 方程 中 的 四 条 基本 周期 轨道 
作为 组 成 单元 ,建立 了 符号 动力 学 来 寻找 更 长 的 不 稳定 周期 轨道 。 此 外 , 研 
究 了 这 些 短 周期 轨道 在 选取 的 一 个 庞 加 莱 截 面 上 的 动力 学 性 质 ,利用 多 尺度 
平均 微 扰 方法 分 析 小 积分 常数 值 时 ,系统 相 空 间 不 动 点 和 各 类 轨道 的 分 布 情 
况 。 最 后 还 进一步 研究 了 动力 系统 在 何 时 发 生 各 种 分 贫 现 象 。 

第 4 部 分 包括 第 6 章 和 第 7 章 。 第 6 章 介 绍 了 一 种 寻找 非 线性 动力 系统 
中 连接 轨道 的 理论 方法 ,基于 该 方法 计算 了 静态 KS 方程 对 称 的 螺旋 型 异 宿 
轨道 。 第 7 章 作 了 总 结 以 及 对 将 来 可 能 的 研究 方向 进行 展望 。 书 中 的 绝 大 部 
分 内 容 是 作者 近年 来 研究 成 果 的 总 结 ,本 书 的 目的 是 将 这 些 最 新 的 研究 成 果 
作 一 个 初步 的 总 结 奉献 给 读者 ,希望 能 够 推动 对 KS 方程 的 更 进一步 深入 
研究 。 
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1.1. 动力 系统 概述 


早 在 17 世纪 人 们 就 开始 研究 动力 系统 ,牛顿 首先 发 明了 微分 方程 以 及 万 
有 引力 定律 ,他 用 平方 反比 定律 成 功 解决 了 二 体 问 题 。 但 是 ,在 这 之 后 当 科 
学 家 们 想 要 用 同样 的 方法 解决 三 体 问 题 的 时 候 , 则 遇 到 了 困难 。19 世纪 ,法 
国 数学 家 庞 加 莱 对 三 体 问题 的 研究 作出 了 重要 的 贡献 品 ,他 认为 在 三 体 问题 
中 ,可 以 把 重点 放 在 定性 分 析 上 ,而 不 是 定量 分 析 。 他 发 展 了 一 套 几 何方 法 
来 处 理 该 问题 ,而 这 套 方 法 的 影响 却 远 远 超出 了 天 体 物理 学 的 领域 。 庞 加 莱 
也 是 第 一 个 发 现 混沌 的 人 ,在 一 些 确定 性 的 系统 中 ,混沌 运动 可 以 明显 的 表 
现 出 随机 性 ,动力 系统 对 于 初始 值 有 着 非常 敏感 的 依赖 性 。 

庞 加 莱 在 19 世纪 末 继 而 提出 了 * 庞 加 莱 截 面 法 ”。 该 方法 通过 在 高 维 相 
空间 中 适当 选取 一 个 截面 ,此 截面 称 为 庞 加 莱 截面 ,要 注意 这 个 截面 不 能 与 
轨道 相 切 ,然后 在 此 截面 上 某 一 变量 取 固 定 值 ,这 样 原来 相 空 间 的 连续 轨道 
在 庞 加 莱 截 面 上 便 表现 为 一 些 离散 点 之 间 的 映射 。 庞 加 莱 截 面 法 为 研究 动 
力 系统 的 性 质 提供 了 一 种 简单 的 方式 : 通过 观察 系统 的 运动 轨道 与 该 截面 的 
交点 ,就 可 以 判断 运动 是 周期 的 、 准 周期 的 ` 还 是 混沌 的 。 如 果 除 掉 初 始 阶段 
的 暂 态 过 程 , 只 考虑 一 段 时 间 以 后 庞 加 莱 截 面 上 的 稳定 图 像 , 当 截面 上 只 有 
一 个 点 或 少数 离散 点 时 , 则 可 判定 运动 是 周期 的 ; 若 截面 上 是 一 封闭 曲线 ,可 
判定 运动 是 准 周期 的 ; 当 截 面 上 是 大 量 的 且 有 一 定 层次 结构 的 密集 点 时 ,可 
判定 系统 处 于 混沌 状态 。 

进入 20 世纪 , 随 着 科学 技术 的 发 展 ,动力 系统 在 数学 、 物 理 和 工程 上 有 着 
越 来 越 多 的 应 用 ,因而 得 到 了 广泛 的 关注 。20 世纪 50 年 代 计算 机 的 发 明 , 对 
动力 系统 的 研究 起 到 了 里 程 碑 式 的 作用 。 它 使 得 人 们 可 以 在 计算 机 上 对 一 
些 复杂 的 非 线 性 方程 进行 数值 模拟 ,从 而 获得 一 些 以 前 根本 不 可 能 获得 的 信 
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息 。1963 年 , 洛 伦 兹 在 研究 大 气 对 流 现象 的 一 个 简单 模型 时 ,就 是 通过 数值 
模拟 发 现 了 在 一 个 奇怪 吸引 子 上 的 混沌 现象 中 。 他 发 现 模型 对 应 的 方程 最 终 
既 不 是 平衡 的 也 不 是 周期 的 ,如 果 从 两 个 相差 很 小 的 初始 条 件 开 始 模 拟 , 得 
到 的 结果 却 是 截然 不 同 的 ,这 上 暗示 此 系统 是 不 可 预知 的 。 此 外 洛 伦 兹 还 从 他 
的 模型 中 发 现 了 分 形 现象 。 另 外 值得 一 提 的 工作 是 在 60 年 代 , 斯 迈 尔 基于 拓 
扑 和 几何 的 方法 提出 了 著名 的 斯 迈 尔 马蹄 中。 

从 那 以 后 ,动力 系统 变 成 了 一 个 很 热 的 研究 领域 。 它 的 研究 内 容 已 经 从 
常 微分 方程 扩展 到 了 偏 微 分 方程 以 及 微分 映射 ,同时 还 催生 出 了 一 些 新 的 研 
究 方向 ,例如 元 胞 自动 机 和 晶 格 场 理论 扩 5 ,为 模拟 包括 自 组 织 结构 在 内 的 复 
杂 现 象 提供 了 强 有 力 的 方法 。 

20 世纪 70 年 代 是 混沌 蓬勃 发 展 的 年 代 ,1975 年 李 天 岩 和 约克 在 一 篇 题 
为 (周期 三 则 混沌 》 的 论文 中 正式 提出 了 * 混 沌 "这 个 概念 四 。 当 然 , 这 个 阶段 
最 令 人 惊奇 的 发 现 还 数 费 根 鲍 姆 发 现 的 从 规律 行为 到 混沌 行为 转变 的 一 种 
普 适 性 中 。 他 的 工作 把 混沌 与 统计 力学 中 的 相 变 联 系 在 了 一 起 ,吸引 了 一 大 
批 物 理学 家 来 研究 动力 系统 。 与 此 同时 ,一 些 实验 科学 家 也 做 了 相关 的 实验 
来 检验 混沌 现象 。 

除了 混沌 之 外 ,动力 系统 还 有 男 外 两 个 发 展 。 一 是 芒 德 布 罗 发 展 了 分 
JEU! ,二 是 温 弗 里 将 动力 系统 中 的 几何 方法 应 用 到 了 生物 学 中 。 参 考 文献 [9] 
和 参考 文献 [10] 总 结 了 前 面 提 到 的 科学 家 们 早期 发 表 的 有 关 动 力 系统 研究 
的 论文 ,为 我 们 系统 地 梳理 了 动力 系统 的 发 展 过 程 。 

动力 系统 经 过 多 年 的 研究 ,如 今 已 发 展 出 了 分 岔 .混沌 、 孤 立 子 等 诸多 分 
支 ,不 同 的 分 支 之 间 又 是 互相 联系 的 。 人 们 在 研究 动力 系统 时 往往 采用 不 同 
的 手段 。 采 用 解析 的 方式 研究 微分 方程 的 解 通常 是 很 困难 的 ,但 是 如 果 一 个 
微分 方程 能 够 被 转化 为 有 限 个 代数 方程 的 话 , 即 便 代 数 方程 不 是 精确 可 解 
的 ,问题 也 差不多 可 以 解决 了 5 。 线 性 系统 采用 直接 积分 或 者 级 数 展开 法 ， 
是 最 有 效 的 ,人 们 也 发 明了 多 种 方法 来 尝试 对 非 线性 方程 进行 积分 。 定 性 分 
析 方 法 结合 了 代数 、 解 析 和 集合 法 , 它 是 研究 微分 方程 的 主要 手段 。 对 称 性 
的 考虑 以 及 李 群 理论 也 引起 了 越 来 越 多 的 关注 。 有 趣 的 是 ,有 时 为 了 解释 动 
力 系 统 的 某 些 性 质 ,微分 方程 的 精确 解 不 一 定 是 最 重要 的 ,我 们 只 需要 知道 
与 系统 相 联 系 的 对 称 群 就 足够 了 " 。 解 的 连续 性 条 件 给 全 局 拓扑 性 带 来 了 
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一 些 限制 ,可 以 通过 构建 一 定 的 拓扑 不 变 集 , 使 相 空 间 的 结构 大 大 约 化 。 

对 于 耗 散 系统 ,我们 最 关心 的 是 集中 在 相 空间 小 区 域内 的 长 期 动力 学 行 
为 。 为 了 理解 系统 的 渐 近 行为 ,仅仅 需要 知道 子 集 , 然 后 在 它 周 围 研究 动力 
ABM AO 。 在 耗 散 混沌 系统 中 ,复杂 的 渐 近 动力 学 不 是 发 生 在 流 形 上 而 是 
发 生 在 具有 分 形 结构 的 紧 子 集 上 ,我们 称 之 为 奇怪 不 变 集 。 目 前 已 有 多 种 定 
义 分 形 维 数 的 方法 ,如 盒子 维 数 .关联 维 数 等 ,我 们 可 以 通过 最 大 李 雅 普 诺 夫 
指数 看 出 动力 系统 的 混沌 特性 。 解 的 统计 行为 主要 依赖 于 系统 的 各 态 历经 
性 质 , 与 此 相关 的 讨论 已 成 为 一 个 研究 方向 59 。 

在 分 析 问 题 时 多 数 情况 下 都 是 采取 数值 计算 , 它 已 经 成 为 动力 系统 研究 
中 不 可 或 缺 的 工具 。 计 算 机 模拟 出 来 的 图 像 能 够 带 给 我 们 直观 的 视觉 印象 ， 
从 而 增进 对 动力 系统 的 了 解 。 数 值 方法 也 可 以 用 来 产生 近似 的 不 变 流 形 , 它 
可 用 来 定性 讨论 系统 的 长 期 行为 "中 。 在 混沌 系统 中 ,除了 不 动 点 之 外 ,最 容 
易 找 到 的 就 是 不 稳定 的 周期 轨道 了 。 


1.2 周期 轨道 概述 


人 类 最 早 发 现 动力 系统 的 可 观测 现象 是 周期 运动 ,随后 发 现 了 准 周期 运 
动 。 混 沌 运动 中 包含 有 无 穷 多 个 不 稳定 的 周期 轨道 ,这 些 轨道 对 初始 条 件 很 
敏感 。 如 今 , 人 们 相信 在 一 般 的 动力 系统 中 混沌 也 是 有 规则 的 ,并 为 此 开展 
了 许多 研究 工作 。 奇 怪 吸引 子 通常 具有 自 相 似 的 分 形 结构 , 它 由 许多 条 不 稳 
定 的 周期 轨道 稠密 覆盖 。 如 果 它 是 紧 的 .最 大 的 、 双 曲 型 的 以 及 不 可 分 解 的 ， 
则 存在 能 够 把 动力 系统 的 每 一 条 不 稳定 的 周期 轨道 对 应 成 一 串 符号 序列 的 

FY AR WT RAHI 。 一 般 来 说 ,奇怪 吸引 子 存在 复杂 的 结构 ,需要 用 无 穷 多 个 
符号 序列 来 表示 这 些 周期 轨道 。 

当 改变 参 数 时 ,周期 轨道 的 产生 或 消失 就 伴随 着 系统 分 岔 行为 的 发 生 。 
通常 有 两 种 方式 产生 周期 轨道 ,一 种 方式 是 局 域 分 岔 ,例如 霍 普 夫 分 岔 。 当 
不 动 点 的 雅 可 比 抢 阵 的 一 对 复数 本 征 值 穿 过 虚 轴 的 时 候 就 发 生 了 霍 普 夫 分 
岔 ,产生 的 周期 轨道 继承 了 不 动 点 的 稳定 性 。 另 一 种 方式 是 全 局 分 贫 , 例 如 
同 宿 分 岔 , 它 和 周期 轨道 的 产生 或 消失 紧密 联系 。 全 局 的 鞍 结 分 岔 或 者 又 式 
分 岔 也 和 一 两 个 周期 轨道 的 产生 或 消失 有 关 。 周 期 轨道 构成 了 奇怪 吸引 子 
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的 基本 框架 ”7 Ap ey Se dn Tb TE HER .逃逸 率 等 都 可 以 通过 本 书 第 
2 章 介绍 的 周期 轨道 理论 计算 出 来 9 。 如 果 存 在 符号 动力 学 ,轨道 展开 则 随 
着 周期 轨道 拓扑 长 度 的 增加 以 指数 (甚至 是 超 指数 ) 的 速度 收敛 59] 。 

不 稳定 的 周期 轨道 可 以 为 我 们 更 清楚 地 了 解 动力 系统 带 来 很 多 信息 
时 一 些 短 的 周期 轨道 就 足以 定性 讨论 动力 系统 的 性 质 ee 
定 长 度 的 周期 轨道 ,就 可 以 用 周期 轨道 理论 来 计算 物理 量 的 平均 值 。 所 以 ， 
周期 轨道 理论 应 用 的 关键 是 如 何 找 齐 需要 的 不 稳定 周期 轨道 。 对 于 双 曲 系 
统 来 说 ,目前 已 经 有 多 种 数值 方法 可 以 计算 周期 轨道 "3。 如 果 在 相 空 间 中 
选取 合适 的 庞 加 莱 截 面 , 短 的 周期 轨道 可 以 用 牛顿 法 算出 。 要 想 找到 更 长 的 
周期 轨道 ,那么 多 点 打靶 法 则 要 更 稳定 一 些 bs2 。 ce 
说 变 分 法 寻找 周期 轨道 非常 有 效忠 ,我 们 将 在 本 书 第 3 章 详细 介绍 该 
法 。 a ee i 
轨道 的 数目 提供 了 一 个 上 限 ,并且 能 够 帮助 我 们 预测 长 轨道 的 位 置 ,理想 情 
况 下 保证 我 们 不 会 错过 任何 短 的 周期 轨道 。 

时 空 混沌 这 个 概念 就 如 同 动力 学 术语 里 的 淇 流 概念 一 样 “ 站 ,目前 在 数学 
上 还 没有 普 适 的 定义 。 时 间 混 沌 和 空间 混沌 尽管 很 相似 ， va 
相 独 立 的 概念 。 时 间 混 沌 存在 于 低 维 系统 中 ,例如 洛 伦 兹 系统 ,这 一 非 线 性 
oop deem Mpg 一 个 时 
空 混沌 系统 在 时 域 上 存在 着 极其 复杂 的 动力 学 行为 ,在 空间 特性 上 又 呈现 出 
高 度 的 无 序 性 。 但 这 并 不 意味 着 系统 是 总 体 不 规则 的 ,通常 来 讲 ,在 时 间 空 
间 延 展 系 统 里 总 是 可 以 发 现 有 规律 的 元 素 存在 。 严 格 地 说 ,时 空 混 沌 只 能 发 
生 在 无 穷 维系 统 中 ,但 在 数值 计算 时 我 们 处 理 的 往往 是 有 限 维 的 系统 。 如 果 
在 时 间 和 空间 上 都 呈现 出 了 明显 的 混沌 特性 ,那么 我 们 就 认为 该 系统 是 时 空 
混沌 的 。 

克 里 斯 琴 森 (Christiansen) 等 在 1997 年 提出 周期 轨道 理论 可 以 应 用 到 研 
究 时 空 混沌 系统 上 5 ,他 们 以 一 个 最 简单 的 一 维 非 线性 偏 微分 方程 一 一 
Kuramoto-Sivashinsky 方程 (KS 方程 ) 为 例 研 究 了 它 的 不 稳定 复 现 斑 图 和 轨 

道 展 开 等 性 质 。 这 个 工作 的 新 颖 之 处 就 在 于 ,嵌入 高 维 空间 的 动力 系统 奇怪 
吸引 子 可 以 通过 引入 内 在 的 曲线 坐标 近似 的 约 化 为 一 维 映射 。 于 是 我 们 接 
下 来 便 可 以 借助 已 有 的 一 维 符号 动力 学 的 知识 ,利用 多 点 打靶 法 在 数值 上 计 
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算出 该 系统 所 有 短 的 周期 轨道 。 但 是 多 点 打靶 法 在 计算 高 维系 统 的 周期 轨 
道 时 就 会 面临 诸多 难题 ,其 中 最 主要 的 一 点 是 我 们 必须 对 于 高 维 流 的 拓扑 结 
构 有 很 清楚 的 了 解 ,这 样 才能 够 选择 多 个 合适 的 庞 加 莱 截 面 ,并 且 有 比较 好 
的 初始 猜想 。 通 常 来 讲 高 维系 统 的 动力 学 性 质 是 很 难 想象 的 ,即便 精确 猜 到 
了 周期 轨道 上 一 个 点 的 位 置 ,多 数 的 数值 算法 也 很 可 能 不 再 有 效 。 

2004 年 兰 岳 恒 教授 设计 出 了 一 种 在 高 维 连续 流 中 寻找 周期 轨道 的 新 颖 
算法 : 变 分 法 。 该 方法 的 物理 思想 是 不 只 猜 一 条 周期 轨道 dd 取 
而 代 之 的 是 猜 整 条 轨道 。 通 过 一 个 偏 微分 方程 ,可 以 使 最 初 猜想 的 圈 速 
系统 中 真实 的 周期 轨道 速度 之 间 的 偏差 在 时 间 上 趋 于 无 穷 时 校准 ,i uu 
的 圈 就 逐渐 演变 成 了 周期 轨道 。 在 数值 算法 的 实现 上 ,采用 五 点 近似 作 离 散 
化 ,对 大 矩阵 的 计算 采用 直接 三 角 分 解法 和 伍德 们 里 (Woodbury) 公 式 。 轨 道 
的 初始 化 可 以 通过 以 下 的 方法 完成 : 首先 采用 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 对 系统 进行 
一 段 时 间 的 演化 ,把 所 有 接近 闭合 的 那些 轨道 片段 保存 下 来 ,随后 对 这 些 轨 
道 作 快 速 傅 里 叶 变 换 , 只 保留 低频 部 分 , 逆 快 速 傅 里 叶 变 换 到 相 空 间 后 就 会 
得 到 光滑 的 闭合 轨道 。 变 分 法 在 KS 方程 ,交叉 场 里 德 们 原子 、. 洛 伦 兹 方程 等 
诸多 非 线性 系统 中 取得 了 成 功 的 应 用 ,实践 证 明 该 方法 确实 是 一 种 强 有 力 的 
寻找 周期 轨道 的 方法 。 对 于 一 些 以 往 的 数值 方法 很 难 找到 周期 轨道 的 高 维 
混沌 系统 ,基于 变 分 法 则 可 以 系统 地 摘 取出 多 条 周期 轨道 。 

KS 方程 的 稳 态 解 是 相 空 间 中 最 简单 的 不 变 集 , 它 可 以 转化 为 一 个 三 维 

的 动力 系统 ,也 称 为 静态 KS 方程。 研究 这 个 系统 很 重要 ,因为 它 为 分 析 相 空 
间 里 轨道 的 分 布 情况 提供 了 一 个 粗糙 的 框架 。 根 据 它们 的 分 布 情况 和 性 质 ， 
相 空间 被 划分 为 性 质 不 同 的 各 个 部 分 ,每 一 部 分 都 有 其 独特 的 动力 学 行为 ， 
不 同 的 部 分 之 间 存 在 轨道 来 连接 。 从 常态 到 混沌 行为 的 开端 ,在 这 期 间 系 统 
经 历 了 一 系列 的 分 岔 过 程 , 稳 态 解 扮演 了 很 重要 的 作用 。 在 一 定 的 参数 范围 
内 , 稳 态 解 和 可 观测 到 的 动力 学 行为 将 会 直接 相关 。 Se Boi ua 
参数 取 值 的 变化 将 产生 各 种 有 趣 的 动力 学 行为 ,有 界 解 会 变 得 极端 复杂 。 
这 个 系统 中 ,逃逸 轨道 占据 了 相 空 间 中 的 绝 大 部 分 ,i eae 
大 的 困难 ,即使 初始 化 时 很 接近 于 这 个 不 变 集 , 多 数 的 轨道 也 会 逃逸 掉 , 因 此 
利用 多 点 打靶 法 无 法 摘 取 出 该 系统 的 不 稳定 周期 轨道 , 变 分 法 成 为 有 效 找 齐 
该 系统 中 的 周期 轨道 的 强 有 力 的 新 工具 。 
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在 动力 系统 的 相 图 里 , 异 宿 轨 道 是 连接 相 空 间 两 个 不 同 的 不 动 点 的 路 
径 。 如 果 轨 道 开始 和 结束 的 不 动 点 是 相同 的 ,那么 这 条 轨道 是 一 条 同 宿 轨 
道 。 异 宿 轨道 是 相 空 间 里 两 部 分 之 间 能 量 交 换 的 连接 桥梁 ,所 以 利用 解析 或 
者 数值 的 方法 来 研究 这 类 连接 轨道 具有 十 分 重要 的 物理 意义 。 我 们 将 在 研 
究 静 态 KS 方程 不 稳定 周期 轨道 的 基础 上 ,进一步 探讨 它 的 连接 轨道 。 


第 2 章 周期 轨道 理论 简介 


本 章 将 介绍 可 以 应 用 于 时 空 延 展 动力 系统 的 周期 轨道 理论 。 该 理论 在 
低 维 动力 系统 中 大 体 上 已 经 发 展 成 熟 ,但 仍 在 不 断 完善 过 程 中 。 这 一 童 的 安 
排 如 下 : 2.1 节 , 引 入 不 变 测 度 的 概念 并 且 讨 论 时 间 和 空间 的 平均 ;2.2 节 和 
2.3 节 讨 论 周 期 轨道 理论 的 重点 一 一 迹 公 式 、 谱 行 
数 ;2.4 节 介 绍 应 用 周期 轨道 展开 计算 物理 量 的 平均 值 ;2. 5 节 , 将 指出 该 理 
论 面临 的 一 些 难题 。 文 献 L[18] 里 更 全 面 地 介绍 了 周期 轨道 理论 。 


2.1 ”时间 平均 和 空间 平均 


在 一 个 具有 混沌 性 质 的 动力 系统 中 , 态 空间 的 轨道 通常 是 非常 复杂 的 
两 个 相差 无 几 的 初 值 所 产生 的 轨道 ,将 会 随 着 时 间 的 推移 按照 指数 方式 分 
离 ,这 种 对 初 值 的 敏感 性 使 得 我 们 想 要 跟踪 单个 轨道 比较 困难 。 我 们 能 做 的 
是 描述 这 个 系统 的 一 些 平均 的 性 质 ,例如 逃逸 率 、 扩 散 系 数 、 广 义 维 数 和 李 雅 
普 诺 夫 指 数 等 。 这 里 我 们 在 演化 算 符 的 框架 下 来 讨论 这 些 平均 值 ,其 中 的 核 
心思 想 是 不 去 直接 计算 可 观测 量 的 平均 值 ,而 是 去 算 生成 泛 函 的 期 望 值 。 


2.1.1 测度 


测度 是 描述 混沌 动力 系统 的 一 个 基本 概念 , 它 是 定义 在 代数 上 的 一 个 
非 负 集 函 数 , 记 为 du(Cz)=po(Cz)dz。 这 里 通过 粗 粒 化 近似 来 定义 和 构造 一 
有 物理 意义 的 测度 。 首 先 把 态 空间 剖 分 成 M ,AM ,他 ,… ,接着 再 进行 二 次 
分 割 , 即 把 AM 再 分 割 成 wo s Ma ,Ms，…, 以 此 类 推 。 为 了 方便 起 见 ,我 们 用 序 
列 (1,2,3,…,n,…) 来 标记 态 空间 的 分 割 ,定义 特征 函数 
1, LEM 


Xx) = (2-1) 
0. EM 
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那么 
Ap; ep duCx2X; (x) - [. duCx) =f pa (2-2) 


函数 Ce) <a DREA lr 1 时刻 代表 点 的 密度 ,这 个 密度 可 以 是 
任意 形式 ,在 混沌 体系 中 通常 具有 奇异 性 质 。 此 外 ,我 们 还 假设 该 测度 是 归 
一 化 的 , 即 Sau = 1, 其 中 (n) 代 表 在 n 层 分 割 上 对 所 有 子 区 域 i 求 和 。 无 
穷 小 的 测度 oCz)dz 可 以 被 当成 是 A= |M lol) «x; € M 的 无 穷 精 细 分 割 
极限 。 这 里 |M | 是 区 域 人 的 体积 , 当 m~cc 时 ,| M10。 

接 下 来 介绍 不 变 测度 的 概念 。 如 果 代 表 点 的 密度 随 着 时 间 的 演化 保持 
ANE olt) = Gr 40) —pCr) WRITERE (x) 是 保 测度 的 ,其 中 4 表示 1 
时 刻 。 用 式 子 来 表示 就 是 ， 

i dyd (a — f'(y))p(y) = plx) (2-3) 
满足 这 个 方程 的 oC) s VEA EME — AY, (8) n E PEA rg = f Ceu) E R98 
BE dy(z) 二 6(x 一 zs)dz, 或 是 这 类 测度 的 线性 组 合 等 。 从 物理 的 角度 ,我 们 关 
注 这 样 一 个 测度 ; 时 间 一 = 时 ,任何 光滑 的 初始 测度 都 趋 于 这 个 测度 

por) = lim] | dyaCr— f GG. | ooo =1 (2-4) 

自然 测度 就 是 我 们 要 寻找 的 。 对 于 连续 和 分 立 的 情况 , 它 分 别 被 定义 成 

lim d f drd(y— f Cr). 连续 情况 


mes 


FE (2-5) 
lim 15o- Fa), 分立 情况 


Zo 是 一 个 一 般 的 初始 点 。 粗 粒 化 近似 通常 用 来 解决 狄 拉克 6(Delta) 函 数 所 
带 来 的 麻烦 。 我 们 通过 在 区 域 M; 上 对 式 (2-5) 进 行 积分 来 定义 自然 测度 


A E= lim Jr n 表示 轨道 在 区 域 M 上 停留 的 时 间 。 


不 妨 设 a 二 a(x) 是 一 个 可 以 反映 动力 系统 性 质 的 可 观测 量 , 如 速度 、 位 移 
等 , 它 既 可 以 是 一 个 矢量 ,也 可 以 是 一 个 张 量 。 可 观测 量 a 的 空间 平均 为 


(a), i uj. dxpCr)a Cr) (2-6) 


式 中 law|= | droo 表示 /的 质量 。 如 果 p 是 自然 测度 ,利用 各 态 历经 理论 
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可 以 得 出 结论 , (2-6) 就 是 a 的 期 望 值 .将 自然 测度 式 (2-5) 代入 到 
式 (2-6), 可 以 得 到 
as = imt f dra Cf! Gr, )) (2-7) 
各 态 历 经 定理 指出 ,如 果 存 在 一 个 不 变 测度 o, 除 了 一 个 零 测度 集 之 外 ， 
那么 几乎 对 所 有 的 初始 值 ze 来 说 时 间 平 均 都 是 一 样 的 。 另 外 ,在 满足 这 个 条 
件 下 ,时 间 平 均 与 空间 平均 相等 ,这 就 得 到 了 


tim + f dra Cf* Cx,)) = (a) (2-8) 


再 介绍 一 下 混合 的 概念 , 它 用 来 表征 动力 系统 的 统计 行为 , 比 各 态 历经 
的 要 求 还 要 苛刻 

lim(a Ci) BC Go) = (ab) (2-9) 
定义 沿 着 给 定 初 值 点 zs 轨道 的 积分 为 积分 观测 量 A 


A' Gy) = | dra F) (2-10) 
0 


函数 广 定义 了 演化 规则 。 如 果 动 力 系统 是 由 和 迭代 映射 定义 的 ,这 时 时 间 是 离 
散 的 ,一 ”2 积分 观测 量 A 为 


n-l 
A'Gy) = J alf (xo)) (2-11) 
k=0 
例如 当 可 观测 量 是 速度 时 , 即 a; Cr — v; Cr), OB A FAP UL] t d de 


Ai(zo) 一 Ti(Ct)。 
可 观测 量 沿 着 轨道 的 时 间 平 均 定义 如 下 : 
aCe) = lim + LAC) (2-12) 
这 里 我 们 假设 该 极限 是 存在 的 ,并 且 A Ge SR cs BERE 
小 和 轨道 直接 相关 ,而 和 该 轨道 上 初始 点 的 选取 无 关 , 即 
aPC) lim L| dea unc» 
= = aa) — tim +([" dra Cf Go) -f T draf) 


= a(x) 


当 考 虑 周期 轨道 时 ,积分 观测 量 A Ceo AR EJ SF Ha Ceo ) KYJE RIR f] 9 n 
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在 微分 方程 和 和 迭代 映射 两 种 情况 下 分 别 定义 如 下 : 


p y 
a,T, — | aracf », 连续 情况 
ST " (2-13) 
bp 
ayn, = dal fila), 分立 情况 
i=l 


Ab. p 是 素 周 期 轨道 ,T, Mn, 分 别 表示 两 种 情况 下 的 周期 。 这 里 介绍 一 下 
素 周 期 轨道 的 概念 ,与 素数 类 似 , 素 周期 轨道 不 能 由 更 短 的 周期 轨道 重复 而 
成 。 例 如 ,以 符号 序列 标记 的 周期 轨道 0,1,001 等 都 是 素 周期 轨道 ,而 0101 就 
不 是 素 周期 轨道 ,因为 它 能 分 解 成 两 个 重复 的 01。 由 于 A, 是 可 观测 量 沿 着 
素 周 期 轨道 的 环 路 积分 ,所 以 它 与 初始 点 re 的 选取 无 关 , 是 周期 轨道 的 内 让 
性 质 。 在 这 种 情形 下 ,只 需 在 一 个 周期 轨道 上 估计 时 间 平 均 式 (2-12) 的 渐 近 
行为 就 可 以 了 。 


a, = A,/T, 
对 于 双 曲 系统 来 说 ,除了 在 周期 轨道 上 之 外 ,几乎 对 所 有 初始 值 zo， 
alxo) 都 取 同 样 的 值 。 
一 个 量 a 的 空间 平均 就 是 对 空间 人 中 所 有 的 点 x 进行 平均 : 


- ril aCf'G - 
WD = gil dra GG) (2-14) 


式 中 | M| = | 表示 人 人 的 体积 .现实 中 由 于 任何 初始 值 的 差异 都 会 导致 完 


全 不 同 的 结果 , 因此 不 可 能 真 的 去 测量 时 间 平 均 。 通 常 我 们 会 在 一 些小 的 域 
内 准备 很 多 个 点 , 设 密 度 分 布 为 p(x) ,在 这 种 情况 下 对 空间 平均 的 定义 需 略 
作 修改 : 


(a), (t) = | dzolx)a( f (x)) (2-15) 
M 


1 
TIMI 
对 于 各 态 历 经 和 混合 的 系统 , 当 上 一 = 时 任何 光滑 的 初始 密度 分 布 都 会 
趋 于 自然 测度 ,所 以 不 妨 设 初 始 的 密度 分 布 是 常数 , 即 p(x) 二 C。 定 义 可 观测 


量 (a) 的 期 望 值 为 


(a) = val. tea = lim igj, dr Lf daa» (2-16) 
期 望 值 先 对 时 间 平 均 ,然后 再 对 空间 平均 ,这 样 做 的 好 处 是 将 仅 用 时 间 
平均 引起 的 一 些 由 于 初始 值 的 不 同 而 带 来 的 问题 排除 。 尽 管 期 望 值 定义 起 
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来 很 容易 ,但 实际 计算 起 来 却 不 容易 。 在 这 里 有 个 简单 的 方法 ,类 比 统计 物 
理 中 的 配 分 函数 ,我 们 不 去 直接 计算 期 望 值 (a) ,而 是 求 


ics. | are (2-17) 
M 


式 中 有 8 是 一 个 无 物理 含义 的 辅助 变量 , 它 的 作用 是 使 我 们 能 通过 微分 来 计算 
空间 平均 ， 
a 
ap 
多 数 情况 下 8 是 标量 ,但 它 也 可 以 是 矢量 或 者 张 量 。 这 样 处 理 的 优势 在 于 : 
我 们 虽然 没有 直接 求 期 望 值 , 但 是 只 要 知道 了 这 个 函数 ,就 可 以 求 出 一 系列 
与 这 个 可 观测 量 相 关 的 物理 量 。 

如 果 所 有 初始 值 xo 的 极限 a(zo ) 都 存在 并 且 系统 是 各 态 历经 和 混合 的 , 那 
么 几乎 对 所 有 的 轨道 时 间 平 均 都 是 一 样 的 , 记 为 @ ,积分 可 观测 量 则 为 4:=4a 。 
空间 平均 (eg'4 ) 是 一 个 对 指数 函数 的 积分 ,这 个 积分 本 身 也 随 着 时 间 呈 指数 
增长 。 所 以 我 们 期 待 /一 2 时 ,ee'* 中 的 空间 平均 也 随 着 时 间 指 数 增长 ， 
eA )— Ce? 。 反 过 来 \(B) 可 用 下 面 的 极限 式 表示 ， 


(At) = Z (e) | pmo (2-18) 


s() = lim Linc ) (2-19) 


那么 , 式 (2-16) 的 期 望 值 (a) 可 由 s(8) 的 导数 直接 得 到 : 
ðs 
ap 


= lim +A") = (a) 


aod (2-20) 
as . 1 tat t t : 1 t 2 
| = lim —(<A‘A‘) — (AD (AD) = lim — (CA — (005 
IB" | go tc d reco t 
2.1.2 演化 算 符 

通常 ,我们 在 式 (2-17) 中 插入 以 下 恒 元 : 

1=| dyóCy — f'(x)) (2-21) 
M 


这 里 Cy — f CoD d T br E PRG: 初始 点 工 在 : 时刻 映射 到 唯一 的 点 y。 那 
么 式 (2-17) 就 可 以 写成 


e^ =a dz| dyð (y — f' Cx) 4? (2-22) 
M M 
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我 们 把 这 个 计算 的 核 提 取出 来 , 记 为 
Lyx) = ly — f! Go) ef^ (2-23) 
称 为 演化 算 符 。 它 定义 了 一 个 线性 变化 ,将 一 个 函数 映射 到 了 另 一 个 函数 : 


GG = | dioc - part ga) (2-24) 
因此 式 (2-22) 可 以 用 演化 算 符 来 表示 
(fay = Tal ate} dyg(y) L(x) p(x) (2-25) 
M 


XP GO =1, EA BM. ün R LAE TESE TEC 看 成 是 一 个 矩阵 的 话 , 那 么 
式 (2-19) 则 可 以 写成 
s(QD = lim nui (2-26) 
我 们 来 看 一 下 演化 算 符 的 一 个 性 质 。 由 于 4:(Cz) 沿 着 轨道 可 加 
At (zo) = r dea Cf* Gi) 二 | rac» 
一 ha(zo) 十 he(Fa(zo)) (2-27) 
所 以 可 以 作 如 下 替换 : 
L Lia(y)= f do — f Go) 4*9 Gn a) Go) 
= Litt aly) (2-28) 
演化 算 符 产生 了 一 个 半 群 : 
Dialys) =| a L: (ysz) Li (zsz) (2-29) 
这 个 半 群 的 性 质 正 是 引入 该 算 符 的 主要 原因 。 我 们 把 演化 算 符 写成 L = 
e*, 其 中 A 为 生成 元 ,那么 可 以 将 它 的 本 征 值 写成 以 下 形式 : (e et. 
ei, eee) ,相应 的 本 征 函 数 为 {8o «di do) s TE O(c) =1 用 本 征 函 数 展开 : 
{<1 ee tok os (2-30) 
将 这 个 展开 式 代入 式 (2-26) ,可 以 得 到 


s() = lim Tinta et (go) Faye (py) tage? (po) b) = so (2-31) 


所 以 如 果 想 计算 s (8). R TOR Hc f AS GE (E BO RT. 


第 2 章 周期 轨道 理论 简介 s13- 


来 看 一 个 例子 ,假设 有 一 个 一 维 的 分 段 线性 映射 : 


Fo = News xr € M= [0,1/4] 
fa (2-32) 
licen rE M=[1+1/A,,1] 
XUPASCS1S4ASR—1. HEKEL, 1] Erg 2:—28 48 OD E E PROBUS 
| EM 
olx) = 网 (2-33) 
Ais T € M 


没有 定义 的 那些 点 不 需要 定义 分 布 密度 函数 。 这 两 段 函 数 都 把 各 自 的 区 间 
映射 到 [0,1], 经 过 一 次 映射 ,函数 会 把 一 些 点 映射 到 没有 定义 的 区 间 上 ,我 
们 就 认为 这 些 点 逃逸 了 。 同 时 ,经 过 一 次 映射 后 ,分 布 密度 函数 也 发 生 了 变 
化 ,变化 规律 可 以 通过 下 式 描 述 : 
1 1 
de) Taf TAT ("| 
e 1 E pı 
TAT [AT 
也 就 是 说 ,演化 算 符 把 oo 和 oy 都 展开 到 了 整个 区 间 , 所 以 每 作 一 次 迭代 密度 


就 会 减少 。 这 个 演化 算 符 的 本 征 值 为 ev “wait 


(2-34) 


JE fe s 
TaT E ,所 以 逃逸 率 是 


y-—s (i n re r) (2-35) 
这 说 明 如 果 一 开始 点 的 分 布 是 均匀 的 ,那么 经 过 一 次 映射 后 没有 逃逸 的 
点 与 原来 的 点 比例 为 e 7。 


2.2 3 A X, 


2. 1 节 我 们 看 到 ,演化 算 符 的 本 征 值 谱 对 于 计算 平均 值 起 着 至 关 重 要 的 
作用 。 接 下 来 还 将 看 到 演化 算 符 的 本 征 值 谱 和 周期 轨道 密切 相关 ,而 演化 算 
符 的 迹 在 这 当中 充当 了 桥梁 作用 ,可 以 通过 它 来 求 平均 值 。 这 提供 了 一 种 严 
格 的 并 且 高 度 收 和 敛 的 计算 混沌 系统 中 物理 量 平均 值 的 方法 。 


2.2.1 离散 和 连续 情况 下 的 迹 公 式 


首先 推导 离散 情况 下 的 迹 公式 ,进而 将 它 推广 到 连续 微分 方程 的 情形 。 
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对 LC'(z,y) 求 迹 ,得 到 
tr l= fax L(a) = farate — fa PP (2-36) 
另 一 方面 ,由 演化 算 符 的 半 群 性 质 ,我 们 假设 C 的 本 征 值 谱 为 fen ,ea ,es ene 
根据 Re s, Re so41(a= 二 0,1,2,…) 排 序 ,那么 可 以 将 迹 写成 
t= Yee (2-37) 
这 里 暂 不 考虑 求 和 是 否 收敛 。 


讨论 一 个 重要 的 假设 : 双 曲 假设 。 为 了 简单 又 不 影响 本 质 , 先 令 8 二 0。 
一 个 周期 为 mw 的 素 周 期 轨道 对 迹 的 贡献 可 以 写成 


_ x np 
tr, Le NL Fry) [dei Mj] 


- » Tl TESI (2-38) 
式 中 M, 是 周期 轨道 的 雅 可 比 矩 阵 ,A, 必 是 雅 可 比 矩 阵 的 本 征 值 。 上 式 可 解释 
如 下 : 因为 6 函数 的 存在 ,只 有 满足 z+= 了 "的 那些 点 x 才 对 积分 有 贡献 , 即 周 
期 轨道 点 。| det(1—M,) | 是 由 6 函数 的 积分 性 质 和 变量 代 换 的 性 质 产生 的 。 
可 以 看 出 ,如 果 M, 的 本 征 值 中 出 现 1 的 话 积分 将 发 散 。A;,; 可 分 成 三 类 ,用 
{e,m,c} 来 分 别 表示 伸展 ,边缘 和 收缩 。 为 了 使 积分 有 意义 ,我 们 要 求 不 能 有 
边缘 本 征 值 。 将 式 (2-38) 改 写 为 


1 1 1 1 | 

[det — M55] aT ll rui (2-39) 

式 中 , A, = [A 代表 伸展 的 本 征 值 乘积 。 双 曲 假设 要 求 M, 的 本 征 值 满足 
Apel > eo 

siad (2-40) 
[aue | «eS, 


TA Ay A> 0 CBE ALAS RTRERET. 1, 而 且 是 以 指数 的 速度 远离 1。 这 样 ， 
t>o}, | det(1 一 M;)| 一 |As|"。 后 面 将 会 看 到 这 个 近似 对 构造 动力 学 5 函 
数 有 着 重要 作用 。 

接 下 来 对 演化 算 符 的 迹 作 估 计 。 通 过 求 和 得 到 


e^ 
= ] 2-41 
re fax eve x) X. Tie Me G7] (2-41) 
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这 里 Fix f? — Uri f* OS RAIA n 周期 轨道 点 构成 的 集合 ,A; 二 A" Ge = 
rA , 表示 积分 观测 量 沿 着 周期 轨道 p SE 次 的 值 。 上 式 是 从 所 有 n 周期 轨道 
点 的 角度 给 出 演化 算 符 迹 的 表达 式 ， O 


a -42 
tr l= 3093 Haü wp (2-42) 


r 从 1 RAB i a, 对 求 和 做 了 限制， 它 将 满足 =nor 的 ~ 挑 了 出 来 , 因 
只 有 当 素 周期 轨道 的 周期 能 整除 n 时 , 才 对 tr LC 有 贡献 。 
我 们 已 经 有 了 tr LC 的 表达 式 , 接 下 来 推导 如 何 将 它 和 A 的 本 征 值 谱 
起 来 。 构 造 多 项 式 


= zl V eA enr 
st l= m Taam 2-43 
Beres urz Zn 2 eam) 


这 个 多 项 式 称 为 tr LC 的 生成 函数 ,这 样 通过 求 和 的 方式 将 6 函数 去 掉 了 。 男 
一 方面 ,直接 用 s, 来 表示 上 式 , 得 到 
= vat = WBA, Myr 
之 ees Zn dy [de — Mj] SEC MER 
这 个 式 子 就 是 迹 公 式 ， mm 和 周期 轨道 的 对 偶 关 系 。 可 以 看 
到 ,C 的 本 征 值 就 是 上 式 右边 的 极点 ,只 要 计算 出 极点 就 得 到 了 的 本 征 值 谱 。 
上 述 分 析 能 够 推广 到 连续 的 情形 ,tr C 可 以 定义 成 


tr L= tr e“ = fax CCzyzr) = Jarace — f'(Gx))e — (2-45) 
通过 与 离散 情况 类 似 的 方法 ,tr £ 的 表达 式 可 以 写成 


90 — rT) 
tr £= ZT, > Td  MDT (2-46) 


与 离散 情况 不 同 的 是 ,6 — 男 一 方面 ,对 tr ctt 
普 拉 斯 变换 


er PA, Tp) 
[ae "r£ Xni uia (2-47) 
可 得 到 连续 情形 下 的 迹 公 式 为 
rPA,—sT p) 
as -ETÈ ar M7] (2-48) 


a=0 5 


我 们 用 一 维 分 段 线性 喘 身 的 例子 来 说 明 迹 公 式 ， 根据 求 导 的 链 式 法 则 , 当 
周期 轨道 的 符号 序列 包含 个 0 和 如 A 1 FY A, = Ase AD , 则 式 (2-41) 变 为 了 


. 16° Kuramoto-Sivashinsky 方程 的 混沌 动力 学 


V PEE NES. , 
ve- (ait) (2-49) 


pZ d op i 
SLE IUE (2-50) 


从 式 (2-50) 看 到 当 很 大 时 ,e* 主 要 是 由 0 和 1 中 绝对 值 小 的 那 一 个 来 决定 。 
4 R=0 时 ,这 个 本 征 值 的 表达 式 和 2. 1 节 中 的 表达 式 是 一 致 的 ,但 是 在 2. 1 
节 中 并 没有 求 出 除 ee 之 外 的 其 他 本 征 值 。 究 其 原因 是 我 们 没有 定义 演化 算 
子 的 作用 空间 ,而 作用 空间 对 于 一 个 算 子 的 本 征 值 谱 起 着 重要 的 作用 。 我 们 
来 验证 一 下 迹 公 式 , 由 上 面 导出 的 本 征 值 谱 , 可 以 计算 出 


i 1 1 
LD er = | (2-51) 
meee = TTA] TIAL 


将 此 式 代 入 式 (2-43) ,可 以 得 到 


(2-52) 


从 而 验证 了 式 (2-44) 的 迹 公 式 。 
2.2.2 人 迹 公 式 的 渐 近 形式 


本 小 节 讨 论 迹 公式 在 双 曲 近似 下 的 渐 近 行为 ,可 以 得 到 一 些 有 意思 的 结 
果 。 在 讨论 双 曲 假设 的 时 候 , 当 >~ce 或 :一 cc 时 ,周期 轨道 权重 可 近似 为 : 
|det(1—M;)|—|A, | 7。 在 这 个 近似 条 件 下 


(n) 
te= >) TAT (2-53) 


TD, = tr CL 的 生成 函数 可 以 写成 


è 
EN 
2 
3 
% 
A 
n 
k 


e^ | P o ehh eh 
(Tae? + Taal * Tae * TA? 


T m 
(2-54) 


从 素 周 期 轨道 的 角度 ,可 以 将 此 式 改 写成 
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Pope DE Gene T 2538.73 (2-55) 
? =i p m 


i 
HH dz Ae /|A,|. 4 noh}, tr C>, e EL RKE EE, 
样 生成 函数 近似 为 

Pz) 2 Y] (zeo)" 一 -ze (2-56) 
即 L 最 大 的 本 征 值 与 生成 函数 的 极点 有 直接 的 关系 。 男 一 方面 ,通过 上 式 可 
以 得 到 

Me) =z SY na —1,) (2-87) 

um. 
我 们 记 
"s : zs (2-58) 


这 个 函数 称 为 动力 学 5 函数 ， — Eo 5 函数 的 类 比 。 生 成 函数 
的 极点 ,就 是 5 函数 的 零点 。 


2.3 谱 行 列 式 和 动力 学 函数 


2.3.1 离散 和 连续 情况 下 的 谱 行 列 式 


从 上 面 的 讨论 中 我 们 看 到 ,在 计算 演化 算 符 C 的 本 征 值 谱 时 ,通过 迹 公 式 
把 它 与 周期 轨道 联系 在 了 一 起 。 另 一 方面 ,C 的 本 征 值 谱 有 直接 的 表达 式 ， 
det(1 一 z O = Ia 72/20 (2-59) 
先 来 考虑 离散 的 情况 ,根据 公式 In a InX,4 X—1—z LA 
tr LC 的 表达 式 得 到 


det(1 一 = O= exp 人 一 p» Bur e) 


n 


SE ze, 
= exo( 2A r aua <2 00) 
这 个 式 子 也 可 以 直接 用 迹 公式 得 到 ,只 需 用 到 下 式 
z d 
< dz 


ln det(1— z O (2-61) 
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上 述 对 于 离散 映射 的 谱 行列 式 很 容易 推广 到 连续 流 的 情形 


e FAT 
det(s A) = ex pe > m ae (2-62) 
在 这 种 情况 下 ,将 它 与 迹 公 式 相 联系 的 为 下 式 
tr = Ain devs — 20 (2-63) 


离散 和 连续 情况 的 对 应 是 > Ae 的 对 应 。 在 连续 情况 下 ,我 们 将 求 演化 
算 符 的 本 征 值 谱 转 化 为 求 它 的 生成 元 的 本 征 值 谱 。 要 求生 成 元 C 的 本 征 值 
谱 , 只 需 计 算 下 式 的 零点 


det(s— A) = 0 (2-64) 
可 以 换 一 种 形式 将 式 (2-64) 写 成 
det(s— A = [I-II — (2-65) 
kj-0 1-0 Us rk 
式 中 ， 
1 Aa A22 Aba ) 
= 1 — tp ££ (2-66) 
bn, TI j Abu Agi AR 
EEE - nem (2-67) 
b 


t, 可 以 看 成 是 一 种 与 周期 轨道 p 相 联 系 的 权重 ,x” 则 是 一 辅助 的 量 。 而 下 标 
e 和 < 分 别 代表 伸展 和 收缩 两 种 情况 。e 在 离散 情况 下 的 表达 式 为 


ny 
e“ = IIe ac fi (zp)) (2-68) 
j=0 
连续 情况 下 对 应 着 
T, 
e^) = exv([ ale de) (2-69) 
0 


如 果 是 一 维 的 离散 映射 , 谱 行 列 式 的 表达 式 有 如 下 简单 的 形式 : 

det1—z O = >) a —12,/At), b= ee (2-70) 
值得 注意 的 是 ,由 于 涉及 无 穷 级 数 求 和 的 收敛 半径 问题 ,不 能 根据 1— 2, / A5 = 
来 求 零点 ,由 此 求 得 的 > 并 不 在 收敛 半径 内 。 


2.3.2 动力 学 6 函数 


前 面 除了 用 到 双 曲 假设 ,还 用 到 了 近似 1/|det(1 一 M;)| 一 1/|A,|", 通 
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PEAR SH Y 9717€ CORR. MERIETE DRE. 24H 
1/|A, | ARE 1/ | det(1 一 M;) | Rt, 
t= LD 35) (2-71) 
HEEB AUB IF Ind) =— P y /r E RES mG zk (2-58) 完全 一 
样 的 形式 , 也 可 立即 得 到 生成 函数 的 近似 公式 : 
] d 1 Tä T 
DIG) San A I ER (2-72) 
这 与 式 (2-55) 一 样 。 函数 可 以 定义 成 与 所 有 周期 轨道 相 联系 的 1 一 4 的 乘 
积 ,t,(z,s,B) 是 周期 轨道 上 的 局 域 迹 。¢& 函数 之 所 以 重要 是 因为 演化 算 符 L 
的 本 征 值 et RT DA ECBOS SE 1/66) —0 算出。 
青 次 以 分 段 线性 函数 为 例 来 说 明 C 函数 。 因 为 是 分 段 线性 的 ,所 以 当 周 
39) gu 9 d TU EIE BEA n BELA, — ATAT ,其 中 mm 代表 周期 序列 中 符号 0 
的 个 数 。 迹 有 如 下 简单 的 形式 : 
rT =T, (ET+ 亿 站 (2-73) 


该 情况 下 的 “函数 为 


Ko! "Lr * TT) MEM 
2.3.3 谱 行列 式 与 5 函数 的 关系 


2.3.2 节 通 过 近似 的 方法 从 谱 行列 式 导出 了 函数 ,本 小 节 将 介绍 & 函 
数 与 谱 行 列 式 之 间 的 关系 。 利 用 恒等式 : 
1- mao C D'un (2-75) 
在 一 维 映射 情况 下 ,恒等式 有 如 下 形式 : 
1 b i 


1 1—1/A A1-—1/A 


(2-76) 


1 oa 1 1 1 ) 
IA] [Az] N—1//4; A5,1— 1/4; 
可 以 得 到 
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1  det1—z2 
5  det1—z4) eee 


在 这 个 式 子 里 ,把 C 中 的 1 替换 成 1,/A， 能 够 得 到 L,。 由 谱 行 列 式 的 表达 
式 (2-70), 可 以 看 出 & 函 数 和 谱 行 列 式 的 关系 ,这 两 者 有 一 些 共同 的 零点 , 谱 
行列 式 的 部 分 零点 则 被 det(1 一 = £1) 消 去 。 总 的 来 说 ,尽管 我 们 从 谱 行列 式 
推导 出 8 函数 时 作 了 一 些 近 似 , 但 它们 包含 的 谱 信 息 还 是 一 样 的 。 

类 似 地 ,对 应 二 维 哈密 顿 映射 来 说 ， 


n H aioe" 2/A+ 1/4?) (2-78) 


可 得 到 另 一 关系 式 


1 _ det(1— z Ddet(1—z £) 
t det(1— z £) 


局 的 本 征 值 为 函数 引入 了 极点 。 设 1 是 其 中 模 最 大 的 那个 ,那么 函数 
展开 式 的 收敛 半径 则 小 于 | 志 ; | LER E PBH SPEEA C M 
关系 。 


(2-79) 


2.4 周期 轨道 展开 


2.4.1 曲率 修正 


通过 前 面 的 讨论 我 们 知道 ,对 于 谱 行 列 式 和 《函数 ,它们 都 可 以 写成 一 系 
列 的 与 素 周期 轨道 相 联 系 的 式 子 的 乘积 。 单 个 乘 子 的 零点 并 不 是 5 函数 的 零 
点 ,我 们 需要 对 乘积 形式 的 式 子 进行 展开 。 以 & 函数 为 例 ,把 它 展开 成 级 数 和 
的 形式 : 


1 = [a-p =1-— SY C4, ty, ty, (2-80) 
p 


id Py PoP 
求 和 时 任意 素 周期 轨道 的 组 合 都 需要 考虑 进去 。 标 记 


t, = CD, ty, ort, 


简化 上 式 为 


z= 1— 3% (2-81) 
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24 RT Litt, 是 伪 周 期 的 权重 。 之 所 以 称 为 伪 周 期 ,是 因为 它们 是 由 一 些 更 
短 的 周期 轨道 组 合 而 成 。 由 式 (2-67), 伪 周期 的 权重 可 以 写成 


tcp" nt (2-82) 


x 


XCP n, ALT, MA, 分 别 代 表 伪 周期 的 拓扑 序列 长 度 、 积 分 观测 量 、 周 期 和 
稳定 性 本 征 值 。 它 们 分 别 有 以 下 表达 式 : 
nm = np 二 二 np T, = T, te T, 
A. = Ay dA. S A: = Ap Ap, Ay, 
为 了 使 表达 式 简 洁 ,我 们 假设 系统 可 以 用 二 进 制 符号 来 描述 。 这 样 , 周 
期 轨道 的 符号 序列 就 可 以 用 01 来 表示 。 在 这 种 表示 下 ,5 函数 的 表达 式 为 


as i 4X X = hd = bad 


(2-83) 


(1 — tooi ) (1 — toor ) Cl to) (2-84) 
将 其 展开 ,根据 周期 轨道 和 伪 周 期 轨道 拓扑 序列 的 长 度 来 排序 
1 = ty — ty — tor — toor — torr — tooo 一 tool — toni — *** + 


tot + totor + torts + totoor + loton + toorti + fonti — totortı 一 
(2-85) 
Fe AT PSK CZ- 8508 J PSE RP. EY HE GE ROW. PR 
周期 轨道 所 组 成 的 项 为 基本 部 分 , 记 为 iy ,而 伪 周 期 轨道 项 的 和 为 曲率 修正 部 
分 , 记 为 c, «n 指 伪 周期 轨道 的 拓扑 序列 的 长 度 和 。 


t 


1— to — ty — [Gn — tot | — [on — torto) + Cou — torts] — 


[Cto00 — totoor + Corsa — tonti) + Goo — too — toton totali) ] — 7 
=1— Brn Se, (2-86) 
f n 

在 我 们 所 采用 的 01 符号 系统 中 ,t。 和 4 不 能 由 更 短 的 素 周 期 轨道 的 积 

来 近似 ,而 其 他 更 长 的 周期 轨道 或 伪 周 期 轨道 的 项 则 可 以 用 它们 的 积 来 近 
似 , 所 以 它们 被 称 为 组 成 单元 。 在 曲率 修正 的 这 些 项 中 ,符号 为 正 的 项 和 符 
号 为 负 的 项 刚好 一 一 对 应 ,而 它们 的 符号 序列 如 tooi 和 zt 也 正好 类 似 。 如 
果 所 有 轨道 的 权重 都 是 一 样 的 ,例如 都 为 2” ,那么 这 些 修正 项 刚好 完全 抵消 。 
也 就 是 说 利用 周期 轨道 展开 ,5 函数 只 剩 下 基本 部 分 , 它 的 零点 可 以 立即 严格 
求 出 。 除 了 分 段 线性 等 少数 的 特殊 情况 外 ,所 有 轨道 的 权重 不 会 者 一样。 但 
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如 果 系 统 是 连续 光滑 的 ,那么 具有 类 似 符号 序列 的 项 虽然 不 能 严格 相 消 , 也 
是 基本 上 相 消 。 

周期 轨道 展开 的 好 处 是 : 展开 项 主要 是 由 短 的 不 稳定 周期 轨道 来 主导 ， 
长 的 不 稳定 周期 轨道 起 到 的 作用 会 随 着 长 度 的 增长 变 得 越 来 越 小 。 我 们 要 
计算 “函数 零点 的 话 , 给 定 一 个 要 求 的 精度 ,只 要 对 周期 轨道 展开 进行 一 个 截 
断 , 根 据 指数 衰减 的 性 质 , 取 有 限 几 个 短 周期 就 可 以 得 到 很 好 的 结果 。 


2.4.2 构建 轨道 展开 


周期 轨道 展开 为 计算 《函数 和 谱 行 列 式 的 零点 提供 了 有 效 的 方法 。 通 常 
情况 下 ,5 函数 和 谱 行 列 式 都 是 无 穷 级 数 ,所 以 对 它们 进行 多 项 式 截 断 是 必然 
的 。 接 下 来 讨论 如 何 通过 数值 的 方法 计算 截断 到 N 阶 多 项 式 的 系数 。 对 于 
5 函数 ,形式 比较 简单 ,所 以 计算 其 指数 nN 的 系数 也 比较 方便 。 

不 妨 给 所 有 的 素 周期 轨道 根据 长 度 由 短 到 长 排 个 序 , 用 i 来 做 标记 。 由 于 
要 计算 到 指数 N, 所 以 只 需 对 那些 满足 no SN 的 素 周期 轨道 进行 乘积 即 可 

t=! G =i rw : 
pog he (2-87) 
每 一 步 这 样 的 多 项 式 乘积 ,我 们 都 对 其 结果 进行 截断 ,使 其 最 高 次 的 指数 不 
大 于 N。 可 得 到 截断 的 N 阶 & 函数 为 
二 一 1 一 >)coz” (2-88) 

接 下 来 要 计算 出 这 个 多 项 式 的 最 大 正 根 , 可 用 牛顿 切线 法 来 求 。 并 不 像 

5 函数 那样 ,轨道 权重 有 积 性 ,计算 谱 行列 式 展开 的 截断 到 N 阶 的 多 项 式 不 


是 直截了当 的 ,因为 
det(1 — M,,;,) # det(1 — M,, ) det(1 — M) 


但 是 根据 式 (2-61) ,只 要 知道 tr =F ty IES AT N 阶 的 多 项 式 ,就 易 


1—246 
求 谱 行列 式 的 展开 多 项 式 。 根 据 迹 公式 ,我 们 记 
erm, QU Jor C, -ur (2-89) 
由 迹 公式 得 到 
zL 2£ Seen eA To? 
tr I: al, = itr | 十 nc 3 Mamo e 


(2-90) 
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这 样 就 求 出 了 系数 C,。 另 外 , 设 谱 行 列 式 最 后 展开 式 的 形式 如 下 ,系数 用 Q, 
来 表示 


N 
det(1—z O |. =1— >} Q,2" (2-91) 


将 迹 公 式 和 谱 行 列 式 的 表达 式 代 入 式 (2-61) 的 两 边 ,得 到 
(Ciz + Coz? +o) (1 —Qiz — Quz 一 …) 一 Qiz 十 2Q:z 十 3Qsz 十 … 
(2-92) 


对 比 等 式 两 边 的 >" 的 系数 ,可 得 到 Q, 的 表达 式 : 


Q, LC, Cia —GQu. Q -G (2-93) 


计算 这 个 多 项 式 根 的 方法 和 《 函数 的 多 项 式 一 样 ,也 可 以 用 牛顿 法 。 在 
这 里 多 项 式 的 根 = 一 e-…, 我 们 继而 可 以 求 得 \, 由 可 以 求 出 各 个 动力 学 的 
平均 。 


2.4.3 动力 学 平均 值 的 表达 式 


想 要 求 出 动力 学 的 平均 值 只 要 计算 > 对 有 8 的 依赖 即 可 。 记 《函数 和 谱 行 
IRAIN 阶 截断 多 项 式 为 F, 它 是 ;和 8B 的 函数 。 为 了 求 ;对 8B 的 依赖 , 令 
F(B,s(B)) 二 0 即 可 求 得 。 通常 要 计算 > 对 有 的 导数 和 二 阶 导数 ,根据 隐 函 数 
定理 ,有 


ds | IF [IF i 
dp oe E (2-94) 
ds 9* Fy 9 ds a Fy ds)? 2? F4 /aF 

dg [sg +? ap aps - (85) 3j /# (2-95) 


这 样 ,通过 上 面 的 两 式 很 容易 求 出 物理 中 很 重要 的 期 望 值 (a) 和 关联 函数 
(a= a Ya 
根据 5 函数 的 形式 ,平均 值 有 着 比较 简单 的 解析 表达 式 。 我 们 记 


(A) E = Aw, (2-96) 
A5 RHE JOEY , 1 B=0 时 ,s(B) 二 0, 此 时 
Ay, + Ay, $e 二 Ay 
[A, EM | 


我 们 已 经 能 够 计算 谱 行列 式 展开 的 系数 Q, ,用 求 迹 公式 展开 系数 C, 的 方法 ， 


(A) -—»ycnptm (2-97) 
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可 以 计算 上 式 右 边 的 多 项 式 ,如 此 便 可 求 得 2Q 这 样 也 就 知道 了 35。 


ap’ 
7E , 则 可 通过 5 和 = 一 e- 求 得 。 由 此 ,我 们 得 到 了 通过 谱 行列 式 求 动力 学 平 


均值 的 方法 。 


至 于 


2.5 周期 轨道 理论 面临 的 问题 


本 章 简单 介绍 了 周期 轨道 理论 。 该 理论 的 优点 是 : 首先 ,只 需要 得 到 短 
的 周期 轨道 就 能 进行 任意 有 限 精度 的 计算 ;其 次 ,不 稳定 周期 轨道 以 及 它们 
的 稳定 性 是 动力 系统 的 内 在 属性 ,不 依赖 于 坐标 选取 ,我 们 可 以 根据 需要 选 
择 最 佳 的 形式 ;最 后 ,如 果 混 沌 系统 是 均匀 双 曲 的 ,轨道 展开 以 指数 速度 收 
敛 , 甚 至 在 某 些 特殊 情况 下 ,轨道 展开 可 以 以 超 指数 速度 收敛 。 

周期 轨道 理论 面临 的 问题 也 很 多 。 我 们 遇 到 的 大 多 数 物 理 系 统 都 不 是 
9 人 匀 双 曲 的 ,在 一 些 情况 下 轨道 展开 的 收敛 非常 慢 , 控 制 轨道 展开 的 收敛 速 
率 仍然 是 主要 问题 。 目 前 已 经 提出 了 一 些 加 速 收敛 的 方法 Ce-30 ,但 问题 还 远 
没有 解决 。 另 一 个 问题 是 和 相 空 间 结构 的 复杂 性 相 联 系 的 。 所 有 的 轨道 展 
开 计 算 ,需要 系统 有 序 的 分 类 不 稳定 的 周期 轨道 ,为 此 必须 建立 符号 动力 
学 中 。 遗 憾 的 是 ,符号 动力 学 只 有 一 维 或 二 维 喘 射 的 情况 能 够 比较 好 的 建立 
起 来 ,高 维 情况 仍 有 很 多 工作 要 做 。 在 具体 应 用 时 ,我 们 仍然 不 确定 是 否 已 
经 找 齐 了 一 定 拓扑 长 度 的 不 稳定 周期 轨道 ,忽略 掉 一 条 短 轨道 就 可 能 给 精度 
带 来 影响 。 

除了 少数 例外 的 情况 ,周期 轨道 理论 都 需要 在 一 个 给 定 的 非 线 性 系统 中 
有 效 计 算 短 周期 轨道 。 如 果 系 统 是 高 维 或 者 强 混沌 ,许多 已 有 的 寻找 不 稳定 
周期 轨道 的 方法 将 会 变 得 效率 很 低 甚至 失败 。 发 展 可 靠 且 有 效 的 数值 方法 
是 周期 轨道 理论 在 应 用 时 所 面临 的 巨大 挑战 。 本 书 第 3 章 将 介绍 几 种 常用 的 
寻找 不 稳定 周期 轨道 的 数值 方法 ,特别 的 ,我 们 还 将 介绍 一 种 用 来 寻找 高 维 
连续 流 周 期 轨道 的 强 有 力 方 法 。 


$3: 变 分 法 计算 周期 轨道 


第 2 章 介 绍 了 周期 轨道 理论 ,应 用 它 计 算 动 力学 平均 的 关键 是 找 齐 一 定 
长 度 内 的 短 周 期 轨道 。 本 章 将 首先 介绍 几 种 有 效 寻找 低 维 混 沌 系统 中 不 稳 
定 周期 轨道 的 数值 方法 ,如 牛顿 法 、 多 点 打靶 法 。 此 外 还 将 介绍 一 种 计算 周 
期 轨道 的 新 方法 : 变 分 法 中 I。 这 种 方法 既 保 留 了 多 点 打靶 法 鲁 棒 性 的 特点 ， 
当 搜 寻 过 程 已 经 足够 接近 于 真实 的 周期 轨道 时 ,同时 又 具有 收敛 速度 快 的 特 
点 。 变 分 法 的 物理 思想 是 : 首先 我 们 要 对 想 要 寻找 的 不 稳定 周期 轨道 作出 整 
体 拓扑 上 的 一 个 粗 烟 的 圈 猜 想 , 然 后 应 用 变 分 法 来 驱使 初始 猜想 的 圈 朝 着 真 
实 的 周期 轨道 逐渐 演化 。 该 方法 为 了 保持 鲁 棒 性 ,不 是 只 猜 某 一 条 周期 轨道 
上 的 若干 个 点 ,而 是 先 猜 出 整 条 轨道 ;为 了 实现 数值 方法 的 稳定 性 ,采用 牛顿 
TF CBE AE T b Rcs FC ,该 方法 使 得 当 圈 逐渐 朝 着 周期 轨道 演化 时 计 
算得 到 的 成 本 函数 单调 递减 。 本 章 的 最 后 ,我 们 还 将 把 变 分 法 应 用 到 两 个 具 
体 实例 中 ,讨论 如 何 计算 交叉 电磁 场 中 的 里 德 伯 原子 系统 以 及 勒 斯 勒 方 程 的 
周期 轨道。 


3.1. 几 种 数值 寻找 周期 轨道 的 方法 


3.1.1 PERE 


3 3 (C FE BL — AES AS T E E 991 La R9 — Rb fp 7r dE. — HE e h 
的 不 稳定 周期 轨道 的 逆 映 射 是 稳定 的 ,但 问题 是 逆 映 射 不 是 单 值 函 数 , 因 此 
在 向 后 迭代 时 我 们 要 选择 往 哪个 分 支 走 。 符 号 动力 学 解决 了 这 个 问题 ,根据 
要 找 的 周期 轨道 的 符号 动力 学 序列 可 以 决定 往 哪 个 分 支 走 ,该 方法 将 会 自动 
收敛 到 要 找 的 轨道 上 ,收敛 速度 是 指数 状 的 。 

首选 代 法 对 于 一 维 映 射 以 及 部 分 二 维系 统 很 有 效 。 但 该 方法 的 缺点 是 
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当 我 们 不 知道 逆 映 射 的 解析 形式 时 ,收敛 速 度 还 不 是 很 快 。 此 外 ,对 于 高 维 
系统 来 说 该 方法 完全 不 适用 。 所 以 ,寻找 周期 轨道 最 好 的 办 法 还 是 直接 找到 
方程 Sf Go) =r 关于 (zx,T) 的 解 。 


3.1.2 牛顿 法 


牛顿 法 基于 在 初始 猜想 zx。 附近 作 线 性 化 找到 函数 F(z) 的 零点 x” 


F(x) = F(xo)+F (ro) Gr — zo) (3-1) 
F(x) —0 的 一 个 近似 解 是 
zı = Xo — F(a) /F’ (a) (3-2) 


TRUE AW SET DA E ERE EE — A 3r I A ER. Wf ABN E 
FG)-—a— f(a) =0 的 一 个 解 。 我 们 通过 迭代 式 (3-3) 来 决定 x: 
Im = B r.a) = x44 — Flimi )/F (rm 1) 


1 ] Spice ] 
m EC m f A) (3-3) 


假设 f Go) OT Je EVE HE] V ES ABL PG DE. 
避免 牛顿 法 朝 着 远离 解 的 方向 迭代 导致 发 散 , 初 始 化 寻找 时 可 以 采用 阻尼 牛 
顿 法 : 


F(a) 
F'G,) 
开始 时 Ac 取 小 步 长 ,接近 解 x* 的 时 候 采 用 满 步 长 Ac—1. 


3.1.3 多 点 打靶 法 


多 点 打靶 法 是 寻找 周期 轨道 时 常用 的 一 种 数值 方法 ,对 于 绝 大 多 数 非 线 
性 系统 来 讲 都 很 有 效 ,该 方法 用 于 寻找 拓扑 长 度 为 的 周期 轨道 。 对 于 长 轨 
道 来 说 ,很 难 给 出 一 个 精确 的 初始 点 ,如 果 我 们 借鉴 态 空间 的 前 分 来 猜 初 值 ， 
先 猜 沿 着 轨道 上 的 一 些 点 或 许可 以 成 功 。 长 度 为 n 的 周期 轨道 是 EA ER 


数 下 的 零点 : 
Xi zi = f(x) 
| | D | 


Ar, 0<Ar<1 (3-4) 


Axa = Yan — Lm 


F(x) =F (3-5) 


ld Load 
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于 是 可 以 将 牛顿 法 的 迭代 写成 如 下 形式 : 


RD —3)——FG) (3-6) 
dx 


JU EGOJR— nn HORE 


( 1 =F d 


—fi(m) 1 
py) E - 1 | (3-7) 
dx | | 
1 
| fin) a1) 
VOR ERE EOS iE LI ac OR wt. AES SR TP AS Eg 3 的 周期 轨道 的 例 
子 , 多 点 打靶 法 的 第 一 步 是 : 
1 0 一 六 (zs)NrAm F, 
—f (x) 1 0 " =—|F, (3-8) 
0 — f' (x2) 1 Ax; F; 


Ax, x';— x; 是 对 初始 猜想 x; I ETE F Sx — f Ocio 8 i AR 
差 。 左 边 矩 阵 的 第 一 行 乘 以 了 (zx) 然后 和 第 二 行 相 加 ,第 二 行 乘 以 f Cn HK 
后 和 第 三 行 相 加 ,可 以 得 到 : 

1 0 — f (x) Ax, 
0 1 — f (x) f Gi) |= 


0 0 1—f(x)f af a) 


F, 
一 一 F, + f GOF | 
F; + f(a) Fo + f (a) f GF 

(3-9) 
接 下 来 需要 使 左边 矩阵 的 对 角 线 归 一 化 ,通过 将 第 三 行 除 以 1 一 
FG f! Go f! ERTAK, HP f Geo f' Ge f! GO WesE T Sol fo da 
定性 。 可 以 得 到 


1 0 = f (as) Ax, ( Fi ) 
0 1 —fGOf GO || Ax = 一 | FUR unnm 
0 F. 


Ax; 


at f(r.) F: + f Gf (a) Fi 
9 i Axs 1— f Ga) f GOf Ga) 


(3-10) 


然后 通过 回 代 Axs 的 值 即 给 出 了 点 位 置 的 修正 。 
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该 方法 可 以 略 做 修改 后 用 来 寻找 流 的 周期 轨道 。 如 果 我 们 在 截面 上 猜 

Xe Ait Tot 后 再 次 回 到 截面 上 ,假定 Gx 和 Gi 是 小 量 , 则 根据 周期 性 条 件 可 
以 得 到 

x, tox, = fer (x, + dey) © f Gn) H Jiðx H vit, 3-11) 


其 中 ， 
vy = m. ge = t (3-12) 
at ox 
写成 矩阵 的 形式 为 
1—J, —v,\(&%, 
= (GO — x) (3-13) 
a 0 Ot, 


左边 矩阵 最 后 一 行 的 a. 用 来 把 坐标 固定 在 截面 上 , 解 式 (3-13) 就 能 得 到 Ox, 
All Oly . 


3.2 变 分 法 


在 高 维 连续 流 中 寻找 不 稳定 周期 轨道 时 ,因为 系统 的 拓扑 结构 很 难 察 
觉 ,即便 是 猜 到 了 周期 轨道 上 的 一 个 点 ,牛顿 法 也 很 可 能 会 失败 。 只 有 像 多 
点 打 驾 法 那样 ,同时 猜 多 个 点 才 有 可 能 成 功 。 为 了 解决 此 问题 ,我 们 可 以 再 
换个 思路 : 采取 多 点 打靶 法 的 逻辑 极限 , 即 先 来 猜 出 一 整 条 轨道 ,然后 把 这 条 
猜想 的 轨道 逐渐 演变 成 真实 的 周期 轨道 ,这 就 是 本 节 要 详细 介绍 的 变 分 法 。 
它 是 一 种 定位 混沌 系统 周期 轨道 的 强 有 力 的 工具 ,特别 是 在 高 维 空间 中 ,一 
些 系统 的 不 稳定 周期 轨道 用 多 点 打靶 法 无 法 找到 ,但 是 变 分 法 却 很 有 效 。 后 
面 我 们 讨论 KS 方程 及 其 稳 态 解 的 不 稳定 周期 轨道 就 是 采用 变 分 法 寻找 
到 的 。 

在 3.2. 1 节 我 们 首先 推导 一 个 偏 微 分 方程 , 它 主导 了 初始 猜想 圈 朝 着 周 
期 轨道 的 演化 ,继而 得 到 相应 的 成 本 函数 。3. 2. 2 节 我 们 将 介绍 该 方法 在 哈 
密 顿 动力 系统 以 及 对 时 间 进 行 高 次 求 导 系统 中 的 拓展 。3. 2. 3 节 介绍 变 分 法 
在 数值 上 实现 的 具体 步骤 。3. 2. 4 节 讨论 如 何 进行 圈 初 始 化 ,以 及 由 于 系统 
对 称 性 带 来 的 简化 。 
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3.2.1 圈 演 化 的 变 分 方程 


多 点 打靶 法 消除 了 寻找 不 稳定 周期 轨道 时 所 面临 的 积分 一 段 时 间 后 指 
数 不 稳 定 的 困难 , 它 把 一 条 轨道 拆 分 成 许多 个 短 的 片段 ,而 每 一 个 短 的 片段 
都 具有 可 控 的 展开 率 。 结 合 牛顿 - 拉 弗 森 寻 根 法 ,多 点 打靶 法 是 一 种 寻找 映射 
不 稳定 周期 轨道 非常 有 效 的 工具 。 通 过 在 相 空 间 中 放置 多 个 相互 之 间 没 有 
交 秋 的 庞 加 莱 截 面 ,寻找 连续 时 间 流 的 不 稳定 周期 轨道 原则 上 可 以 转化 为 用 
多 点 打靶 法 寻找 一 系列 映射 的 不 稳定 周期 轨道 。 但 是 在 灌流 或 者 高 维 流 系 
统 中 ,要 想 合适 地 选取 这 样 的 一 系列 庞 加 莱 截 面 是 很 困难 的 ,要 想 找到 一 条 
周期 轨道 就 需要 通过 选取 多 个 庞 加 莱 截 面 来 实现 。 

这 里 我 们 换个 思路 ,放弃 选取 庞 加 莱 截 面 。 我 们 把 时 间 离 散 成 多 个 小 的 
时 间 步 长 进行 迭代 ,对 于 足够 小 的 时 间 步 长 ,这 样 的 迭代 变化 很 小 ,几乎 是 不 
变 的。 我 们 在 一 个 光滑 的 圈 L 上 分 布 许 多 个 点 ,寻找 一 条 周期 轨道 时 最 初 猜 
想 该 轨道 的 位 置 以 及 它 的 整体 拓扑 形状 。 如 果 时 间 步 长 和 圈 的 变形 都 取 无 
穷 小 ,那么 利用 牛顿 下 降 法 可 以 推导 出 一 个 偏 微 分 方程 ,该 方程 将 会 把 猪 测 
WE L 逐渐 演变 成 真正 的 周期 轨道 p ,并 且 是 指数 收敛 的 。 我 们 进而 能 够 通 
过 利用 已 有 的 解 偏 微分 方程 的 方法 来 求解 出 该 周期 轨道。 

在 数学 上 周期 轨道 定义 为 方程 (3-14) 关 于 (x,T) 的 解 ,这 里 x € R^, 
TER。 对 于 给 定 的 连续 流 或 者 离散 映射 x ef G0 ,周期 轨道 的 条 件 是 


f'x)-—x, T>0 (3-14) 

所 有 的 周期 解构 成 了 不 变 集合 。 流 的 周期 轨道 通过 下 面 d 维 空间 的 一 阶 常 
微分 方程 来 定义 

dX. oa), x€ MCR, (xv) ETM (3-15) 


dt 
这 里 的 人 是 演化 发 生 的 相 空 间或 者 称 为 态 空间 , T MEIA., RIBER E 
H v Cx) JLP Ak Ak TT t o 
现在 用 一 个 圈 工 来 初始 猜想 周期 轨道 p 的 形状 及 位 置 , 它 是 一 段 光滑 可 
微 的 闭合 曲线 x(s)ELC Mes 是 圈 的 参量 。 因 为 圈 是 周期 的 ,为 了 方便 起 见 
我 们 把 s 限定 在 [0,2x] ,也 就 是 说 周期 条 件 为 Cs) 一 (十 2r)。 假 设 猜 想 圈 
工 离 真实 的 周期 轨道 p 很 近 , 我 们 沿 着 圈 和 周期 轨道 分 别 选 取 N 个 彼此 靠 得 
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很 近 的 点 : 
Fk << sy << e 
x, =x), Ost «uy xT, 
记 0x, 为 圈 上 的 点 , 与 真实 周期 轨道 p 上 的 点 x, 之 间 的 偏差 
X, =X, +0xX, (3-17) 

假定 Ox, ERD. L 和 p 重合 的 时 候 就 为 零 了 。 

圈 上 的 速度 矢量 5 的 方向 是 和 圈 L 相 切 的 : 
d 
ds 
它 是 描述 圈 特 征 的 量 ,大 小 由 圈 上 的 参量 s 决定 。 

对 于 圈 上 的 每 一 个 点 着 E ,由 此 可 以 看 出 它 包 含 两 个 速度 矢量 : 一 个 是 
圈 的 切 向 速度 v5, 二 V(X,), 男 一 个 是 动力 系统 流 的 真实 速度 vw, 二 v (x). R 
们 接 下 来 要 做 的 事情 是 : 逐步 调整 圈 工 ,直到 vw 的 方向 和 w, 的 方向 变 得 一 
致 。 即 对 于 所 有 的 n= 二 1,2,…, N,N 一 oo 这 个 关系 都 成 立 , 这 也 就 意味 着 
L=p. 

为 了 使 它们 的 大 小 相 匹 配 ,引入 一 个 局 域 的 时 间 标 度 因子 

AC) = At, /As, (3-19) 

FL, As, = Snt Snn =l, N— 1, Asy =2n—(sy—s,) At, 也 有 类 似 的 表 
达 式 。 当 猜想 圈 接 近 真实 的 周期 轨道 p 的 时 候 , 标 度 因子 4(s, ) 用 来 确保 圈 的 
增 量 As, 和 周期 轨道 上 它 的 对 应 部 分 Ac, 十 bu 成 比例 。 也 就 是 说 当 工 一 户 
Hf 07,0. 

对 式 (3-15) 进 行 积 分 可 以 得 到 G0) = f! GO , 它 表 示 系 统 在 上 时刻 所 处 的 状 
态 ,对 式 (3-20) 进 行 积分 可 以 得 到 相应 的 雅 可 比 和 矩阵 J Ce =de) /dxC0) 


(3-16) 


I) = (3-18) 


S AR. a, = 22i, J(z,0) = 单位 矩阵 1 (3-20) 
t dXj 
Hix, =¥, +08, 处 于 周期 轨道 上 ， 

fs (E HOE) 一 Fa d EL (3-21) 
式 (3-21) 里 有 两 个 量 : 圈 上 的 点 Z。 和 到 周期 轨道 上 下 一 个 点 的 时 间 间 隔 


Al,。 运 用 多 元 函数 微 积分 公式 : 


f Gd Ane fG)d- ‘Lar + LAr 
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= x(t) + vdt+ JAx 
对 这 两 个 量 进 行 线性 化 
f(a) 29 x d vG0t 
fi (at or) ~ x(t) + J Gc dr 
对 于 任意 步 长 An 来 说 ,因为 


fire (Fa + OT) = PGO + Lor, + ez, 
at Ox 


= f” (Fa) + vG, Mtn Ota J (En Mt OF n 


f^^ (En) + Upp ln +I (En At OF y 


= Fay +OFan 
TY DA HE Se A a FT A N TE 
OF ap = IE es AEX, — Vut, = 大 (下 一 和 (3-22) 
如 果 初 始 猜想 足够 好 的 话 , 解 方程 式 (3-22) 会 得 出 一 系列 的 圈 工 以 及 减 小 的 
成 本 函数 


N 
FYE) = NSD) ps Gn) — Fen)? Iua 一 — (38-23) 
i=1 


前 面 的 系数 -是 为 了 使 在 N- oo M BREF, F HRE AUA RES (3-28 f 


成 本 函数 一 致 。 如 果 流 的 局 部 具有 很 强 的 不 稳定 性 ,全 步 长 的 牛顿 法 很 可 能 
会 失败 F* 会 越 来 越 大 而 不 是 变 得 越 来 越 小 ,这 种 情况 下 应 该 采用 减 小 步 长 
的 阻尼 牛顿 法 。 这 时 如 果 采 用 合适 的 步 长 ,F? 就 会 单调 减 小 3, 选 择 无 穷 小 
的 步 长 能 够 保证 F^ 单调 递减 。 接 下 来 引入 一 个 虚拟 的 时 间 变 量 + 来 表示 圈 
的 连续 形变 。 
固定 As, ,用 c 推进 每 一 步 迭 代 , 这 意味 着 把 式 (3-22) 的 右边 乘 上 07. 

根据 式 (3-19), 有 

Ot, = (QA/9r) (s,s TOrAs, 
因为 

OZ, = (9/21) Xs, ,TOr 
方程 (3-22) 的 两 边 同 除 以 Oc, 同时 把 Oe, 的 表达 式 代 入 就 会 得 到 


OX nin J.A ds. 
dc dr 


von AG, As, = f Gu) Xa) (3-24) 
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在 No BERE P ARK As, AG =OU/N)>0. A 
TVn+l ^7 Un 
Ean 7] E. HT AS 
JG, At,) + 1-F AGO At, 
f^ G, © Z, +0, At, 
把 这 些 近似 表达 式 代 入 式 (3-24), 同 时 利用 标 度 关 系 式 (3-19) 改 写 
式 (3-24) ,最 终 可 以 推导 出 


a x ax d JÀ 
gsar or or 


Àv— V (3-25) 


这 个 偏 微分 方程 描述 了 圈 L(r) 朝 着 真实 的 周期 轨道 p 的 演变 过 程 ,是 变 
分 法 最 重要 的 公式 之 一 。 由 此 算出 一 系列 的 圈 是 由 参数 二 xX(s,r) © Lo) 
定 的 ,s 代表 圈 上 点 的 位 置 , 虚 拟 时 间 tr 标定 圈 的 形变 ,4 用 来 控制 周期 。 我 们 
把 这 种 无 穷 小 步 长 的 阻尼 牛顿 - 拉 弗 森 方法 称 为 牛顿 下 降 法 。 变 分 法 的 示意 
图 如 图 3. 1 所 示 。 


L(™) 


L(t) 


uo ADP 5^5 


(a) 


图 3.1 变 分 法 示意 图 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
Ca) 牛顿 下 降 法 得 到 一 个 环 LCO , 它 使 得 初始 的 圈 猜 想 L(0) 逐 渐 演变 成 周期 轨道 p= LCS 5 
Cb) 通常 猜想 圈 L(7) 的 速度 场 (Z) 和 系统 速度 场 的 方向 v(z) 是 不 一 样 的 ,但 是 对 于 周期 轨道 p 
来 说 ,两 者 在 每 一 点 都 是 一 样 的 ,牛顿 下 降 法 通过 把 圈 演 变 成 周期 轨道 这 一 过 程 让 两 者 逐渐 吻合 


方程 (3-25) 还 有 一 个 重要 的 特点 : 存在 一 个 减 小 的 成 本 函数 。 利 用 


EE 
gr ”ar 
改写 方程 (3-25)， 
a0 d as 
9.499. (5 (3-26) 
ar Dr 
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得 到 
(0 —Av) = €*( 9 —Av) | Wo (3-27) 
所 以 当 圈 朝 着 周期 轨道 演化 时 ,下 面 的 成 本 函数 在 单调 递减 
Fe] = $ asteGo-iecoy (3-28) 


每 进行 一 步 迭 代 , 圈 的 切 向 速度 方向 和 动力 系统 流 的 速度 方向 的 差别 就 
会 减 小 。 当 ro 时 , 圈 的 切 向 速度 =Aw 就 和 动力 系统 的 流 矢 量 一 致 ,此 时 
PAX Cs) CL) NAT A ASX 二 v(x) 定 义 的 真实 的 周期 轨道 p= 
Lœ) EK. 一旦 算出 了 周期 轨道 p. HX (3-19) RI ACs,0°) = (de/ds) Cx Gs. 
cc)) ,轨道 的 周期 可 以 通过 下 式 算出 : 


2x 
T, =| AC¥(s,0°))ds (3-29) 
0 


当然 ,既然 此 时 已 经 找 出 了 这 条 周期 轨道 , 便 可 以 取 周 期 轨道 上 的 一 
个 点 作为 初始 点 ,直接 对 动力 系统 式 (3-15) 进 行 积分 来 计算 轨道 的 周期 。 

数值 计算 时 ,直接 使 用 牛顿 下 降 法 的 式 (3-25) 会 面临 两 个 潜在 的 困难 。 
首先 面临 的 问题 是 , 当 我 们 已 经 计算 出 了 一 条 周期 轨道 ,这 些 点 经 过 一 个 周 
期 的 变化 之 后 仍然 是 周期 轨道 。 因 此 下 面 的 算 符 


在 轨道 上 存在 一 个 本 征 值 为 零 的 边缘 本 征 矢 v(z(s))。 如 果 固 定 了 4, 当 圈 朝 
着 周期 轨道 演变 时 ,方程 式 (3-25) 取 得 极限 值 


ris 
ar 


所 以 在 周期 轨道 上 , 算 符 4 的 逆 就 会 变 得 奇异 ,这 会 带 来 数值 问题 。 

我 们 通过 在 方程 式 (3-25) 中 加 入 限制 条 件 来 解决 该 困难 。 在 寻找 一 些 
非 线 性 系统 的 不 稳定 周期 轨道 时 ,可 以 通过 引入 一 个 庞 加 莱 截 面 来 解决 这 个 
困难 。 例 如 ,固定 圈 上 某 个 点 的 其 中 一 个 坐标 分 量 , 令 X1 Go = EC ix 
打破 了 周期 轨道 的 平移 不 变性 。 其 他 限制 条 件 的 选择 要 根据 所 面临 的 具体 
问题 而 定 , 例 如 ,我们 可 以 要 求 圈 上 各 点 的 平均 移动 为 零 ,这 样 就 避免 了 在 计 
算 轨道 的 过 程 中 产生 的 缓慢 减 小 。 

第 二 个 潜在 的 困难 在 于 自由 选择 圈 的 参数 。 圈 上 工 可 能 出 现 点 的 不 均 
匀 分 布 , 某 些 地 方 离散 化 的 点 x, 会 稠密 聚集 ,而 另外 一 些 地 方 则 留 下 了 大 片 


0 
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的 空缺 ,从 而 降低 了 圈 的 数值 平滑 度 。 

我 们 通过 选择 不 依赖 于 * 的 常数 标 度 A(s,z) 一 MA(z) 来 解决 这 一 困难 。 在 
均匀 网 格 大 小 As, = As 以 及 固定 4 的 条 件 下 , 圈 的 参数 ;二 1/X 是 和 时 间 1 成 
比例 的 , 式 (3-25) 使 圈 上 这 些 离散 点 随时 间 均 匀 分 布 。 当 圈 演 变 成 周期 轨道 
后 ,可 以 通过 式 (3-25) 计 算出 2z/ar, 轨 道 的 周期 通过 T, — 20a 计算 出 来 。 

尽管 这 里 只 是 研究 如 何 找 出 周期 轨道 ,但 是 牛顿 下 降 法 是 一 种 普 适 的 方 
法 。 我 们 将 在 本 书 第 6 章 里 介绍 ,通过 适当 的 修改 点 的 分 布 以 及 边界 条 件 ,可 
以 用 式 (3-25) 来 计算 连接 轨道 。 在 处 理 两 点 边 值 问题 时 ,牛顿 下 降 法 类 似 于 
拟 线 性 化 方法 , 它 的 优势 在 于 解决 问题 时 可 以 调节 自由 参量 4(;,7) 的 大 小 ,而 
且 只 需 在 相 空 间 里 关心 的 子 流 形 范 围 内 进行 寻找 。 对 子 流 形 约束 的 一 个 简 
单 例子 是 寻找 给 定 能 量 大 小 的 周期 轨道 , 即 限制 在 哈密 顿 系统 的 相 空 间 
Hq. p) — E 这 样 的 一 个 能 这。 此 外 ,我 们 也 需要 考虑 到 哈密 顿 方程 的 对 称 性 
结构 会 大 大 减少 子 流 形 的 维 数 。 


3.2.2 牛顿 下 降 法 的 拓展 


经 典 力学 中 变 分 原理 的 解 即 粒子 的 运动 轨迹 ,这 一 原理 称 为 哈密 顿 变 分 
原理 。 奥 布 里 - 马 瑟 (Aubry-Mather) 理 论 关 于 准 周期 解 存在 性 的 证 明 是 可 以 
变 分 的 ,人 们 由 此 意识 到 变 分 法 能 够 非常 可 靠 地 并 且 高 精度 地 计算 二 维 甚至 
更 高 维 的 扭 结 映射 模型 的 长 周期 轨道 Cs] 。 这 里 我 们 不 在 圈 动 力学 上 应 用 最 
小 作用 变 分 原理 ,而 是 用 牛顿 下 降 法 。 流 再 次 使 得 成 本 函数 最 小 化 ,这 次 我 
们 匹配 加 速度 的 误差 ,逐步 调整 圈 上 的 加 速度 使 之 演变 为 周期 轨道 。 

可 以 降低 变 分 计算 的 维 数 。 哈 密 顿 变 分 原理 告诉 我 们 经 典 粒 子 的 运动 
轨迹 是 哈密 顿 主 函 数 的 极 值 (或 者 说 ,对 于 固定 的 能 量 E. FE HIE S=R+ Ev) 


RGi uaidoyn) = fa EGG g(t) 0 (3-30) 


其 中 L(gq,g Ob BILE E. EAE La) ,我 们 不 仅 能 够 计算 出 切 向 速 
度 矢量 立 , 也 可 以 计算 出 加 速度 矢量 

kx 
as? 


上 式 需 要 对 进行 多 次 求 导 计 算 。 这 里 .我 们 匹配 动力 系统 的 加 速度 a Cx ) FA 
圈 的 加 速度 a (x ) 会 求 出 一 个 新 的 成 本 函数 (假定 动力 系统 的 加 速度 是 大 和 


a= (3-31) 
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v(x) 的 函数 ) , 圈 演 化 相应 的 偏 微分 方程 变 成 了 
(= (3-32) 
or 


WARE A 是 为 了 与 式 (3-19) 的 记号 保持 一 致 ,也 就 是 说 ,上 一 Ms。 用 圈 的 变量 
X() 来 表示 ,上 面 的 方程 变 成 了 

ax 9 X a da ax | (s ax j2 

9? süc Jv Osdt ax IT Jv ðs 
其 中 v==9xX/X9s。 尽 管 方程 (3-33) 看 起 来 比方 程 (3-25) 更 加 复杂 ,但 是 在 实 
际 对 虚拟 时 间 进 行 数值 积分 时 ,得 到 的 额外 好 处 是 只 用 一 半 的 相 空 间 变 量 
Hl n]. 

eae Ae eee 

yos = pea OD (3-34) 

HEB, x —d'x/di* ,k=1,*…,m,x€ER’。 —— PM 
的 求 导 anx A, 


3 
Dr 


x — (2"/2s") x GS) nf EA i Bol xb x GO I8] Ef oA TE TE Hole. DARE X GO ME 
为 变量 ,可 以 得 到 


aa m S af 9 FE m-i zi) IÀ mym) __ zm) 
aya ^ 2 DT aes 7 9 3-97 77 B36) 


Aa—a (3-33) 
or 


(xem — ny 9) (x — Jax) (3-35) 


我 们 假定 x= XO ox SI" x /A9*s ,二 1，… s,m 一 1。 一 般 来 说 , 式 (3-34) 可 以 
转变 成 md 个 一 阶 微分 方程 的 系统 , 它 的 离散 求 导 是 带宽 为 Smd 的 带 状 矩 
阵 。 应 用 式 (3-36), 只 需要 d 个 方程 就 能 达到 同样 的 精度 ,对 应 的 带宽 为 
lm 十 4)d, 计 算 量 大 大 减少 。 通 过 对 完整 的 md 维 相 空 间 的 轨道 进行 作 图 ,可 
以 帮助 我 们 选择 一 个 好 的 初始 圈 猜 想 和 对 动力 系统 有 更 充分 的 了 解 , 在 那里 
轨道 彼此 不 能 相交 , 流 的 拓扑 特征 表现 得 更 为 清晰 。 

拓展 方法 的 最 主要 问题 是 数值 计算 时 并 不 稳定 ,基于 此 ,我 们 在 实际 计 
算 时 还 是 采用 式 (3-25)。 


3.2.3 变 分 法 的 数值 计算 过 程 


圈 上 的 点 满足 周期 性 边界 条 件 ,数值 积分 时 需要 用 到 离散 快速 傅 里 叶 变 


。 36 * Kuramoto-Sivashinsky 方程 的 混沌 动力 学 


换 。 由 于 我 们 只 对 最 后 求 出 的 周期 轨道 感 兴趣 ,需要 保证 的 是 在 积分 过 程 中 
圈 的 平滑 度 ,虚拟 时 间 积 分 的 精度 不 是 很 重要 ,大 步 长 的 0c 欧 拉 积分 就 足够 
了 。 变 分 法 计算 时 最 艰巨 的 一 步 是 对 大 矩阵 A 的 求 逆 。 当 动力 系统 式 (3-15) 


相 空 间 的 维 数 很 高 时 ,就 面临 如 下 问题 : 为 了 求解 矩阵 a=, BER 


OF ,如果 方 程 的 维 数 很 高 会 使 计算 变 得 相当 慢 。 我 们 使 用 有 限 差分 方法 来 解 


决 这 个 问题 ,对 上 述 方程 进行 离散 化 ,用 很 多 个 差分 来 代替 微分 ,用 线性 方程 
组 代替 微分 方程 。 通 过 这 种 方法 可 以 把 大 矩阵 4 变 得 稀 琉 化 ,从 而 更 容易 快 


速 计算 出 矩阵 的 逆 。 
我 们 需要 对 猜想 圈 进 行 离散 化 来 保证 数值 的 稳定 性 ,例如 可 以 离散 成 下 
面 的 形式 : 
T, = a Izza © (DE), 
在 数值 计算 时 采用 五 点 法 近似 : 
0 8 —1 
—8 0 8&8 —1 
1 —8 0 8 —1 
D=- 
12h 


(3-37) 
1 =$ 
1 
8.—1 
0 8 
—8 0 
(3-38) 


其 中 二 2x/N。 这 里 的 每 个 矩阵 元 代表 着 一 个 d d 的 矩阵 ,空白 处 代表 零 。 


其 中 的 两 个 24X24d 矩阵 


, —8 p 0 
M = ， M= 
0 1 8 =} 


分 别 位 于 右上 角 和 左下 角 ,用 来 满足 周期 性 的 边界 条 件 。 


这 样 , 式 (3-25) 可 以 写成 以 虚拟 时 间 步 长 0c 作为 迭代 的 离散 化 形式 : 


(3-39) 
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X BA D—AdiagLA; 4A; An] A, — ACE GI EXC C3- 200 E X BEA) 
VE Vv, vG G0) 

= (DB. Ty)", T, = BF GS) 
是 我 们 想 要 在 圈 上 到 处 匹配 的 两 个 矢量 场 。6 是 一 个 Nd 维 的 行 矢 量 , 它 给 坐 
标 变量 OX = (OT, ,97 ,6zw) 附 加 了 一 个 限制 条 件 。 离 散 化 的 牛顿 下 降 
法 方程 (3-39) 是 连续 流 方程 (3-13) 的 一 个 无 限 小 时 间 步 长 多 点 打靶 法 。 在 
采用 变 分 方法 寻找 三 维 标准 映射 的 周期 轨道 时 ,文献 L34] 也 得 出 了 一 个 和 
式 (3-39) 类 似 的 表达 式 。 为 了 求解 圈 的 坐标 变量 6x 和 周期 以 ,我 们 需要 对 
等 式 左 边 (Nd 十 1) X (Nd 十 1) 的 大 和 矩阵 求 逆 。 

数值 计算 时 该 矩阵 使 用 带 状 LU 分 解法 (直接 三 角 分 解法 ) 来 求 逆 , 使 用 
伍德 伯 里 (Woodbury) 公 式 来 处 理 周期 和 边界 项 5 。LU 分 解 需要 的 计算 时 
间 较 长 ,我 们 用 一 个 求 逆 程 序 来 加 速 积 分 ,方法 如 下 : 一 旦 进行 了 一 步 LU 分 
解 ,在 下 一 步 接着 用 它 来 近似 求 逆 和 矩阵, 通过 和 迭代 前 面 得 到 的 近似 逆 来 实现 
准确 的 求 道 。 在 应 用 时 发 现 , 一 次 的 LU 分 解 可 被 使 用 很 多 次 。 当 和 迭代 次 数 
超过 某 一 给 定 的 最 大 数 时 ,就 执行 下 一 次 的 LU 分 解 ,然后 按照 之 前 的 方法 循 
环 下 去 。 积 分 的 次 数 用 于 指示 演化 的 平滑 性 ,我 们 有 根据 的 调整 相应 的 积分 
步 长 Or: 次 数 越 多 , 则 用 更 大 的 步 长 。 当 圈 接 近 周 期 轨道 时 ,演化 已 变 得 很 光 
滑 , 这 时 可 以 把 步 长 调 到 gr=1, 恢 复 成 完全 无 阻尼 牛顿 - 拉 弗 森 迭 代 法 。 在 
实践 中 ,为 了 得 到 相对 低 精度 的 粗糙 解 ,一 开始 可 以 用 少量 但 是 合理 数量 的 
点 。 在 这 之 后 通过 插值 更 多 的 点 来 进一步 修正 ,使 得 计算 更 准确 。 这 时 6r 可 
以 设置 为 全 牛顿 步 长 的 最 大 值 Sr 三 1, 从 而 恢复 牛顿 - 拉 弗 森 法 的 快速 收 
SUE 


3.2.4 初始 化 和 对 称 性 


和 其 他 的 方法 一 样 ,对 动力 系统 的 定性 认识 是 成 功 找到 周期 轨道 的 一 个 
先决 条 件 。 首 先 对 动力 系统 式 (3-15) 进 行 积分 ,数值 积分 表明 该 系统 的 轨道 
在 哪里 比较 集中 ,给 我 们 初始 化 一 个 圈 , 带 来 第 一 印象 。 选 取 一 些 几乎 闭合 
的 轨道 片段 ,进行 快速 依 里 叶 变 换 , 只 保留 低频 率 分 量 。 然 后 对 其 进行 逆 快 
速 傅 里 叶 变 换 回 到 相 空 间 , 就 得 到 了 一 个 光滑 的 圈 , 以 此 作为 初始 猜想 。 因 


ev 
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为 通常 轨道 片段 是 不 闭合 的 ,可 能 会 表现 出 很 大 的 间距 , 吉 布 斯 现象 可 以 导 
致 构建 的 初始 圈 远 离 感 兴趣 的 区 域 。 为 了 解决 这 个 问题 ,我 们 在 执行 快速 传 
里 叶 变换 之 前 通过 手动 形变 轨道 片段 使 之 闭合 。 寻 找 转 了 多 圈 的 更 长 的 不 
稳定 周期 轨道 需要 更 精确 的 初始 猜想 ,一 些 短 的 不 稳定 周期 轨道 可 以 帮助 建 
立 近似 的 符号 动力 学 ,进而 通过 切割 和 粘贴 短 的 .已 知 的 周期 轨道 来 构造 更 
长 的 周期 轨道 猜想 。 对 于 低 维 系统 ,这 种 方法 可 以 系统 地 得 到 很 好 的 长 轨道 

初始 化 的 另 一 种 方法 是 利用 动力 系统 的 绝热 形变 ,或 者 称 为 同 伦 演 化 。 
如 果 动 力 系统 式 (3-15) 和 参数 /有 关 , 当 /变化 很 小 时 系统 的 大 多 数 短 的 不 
稳定 周期 轨道 可 能 会 继续 存在 。 因 此 ,之 前 参数 ua 的 一 个 周期 轨道 可 以 当 作 
之 后 的 一 个 小 变化 和 一 /ea 的 初始 猜想 圈 。 在 实践 中 ,通常 几 次 迭代 就 可 以 得 
到 新 的 周期 轨道 。 

选择 一 个 好 的 初始 猜想 圈 大 大 加 快 了 计算 ,此 外 还 有 更 重要 的 意义 。 首 
先 , 如 果 我 们 打破 平移 变换 施加 的 限制 条 件 , 如 (sz) 一 <, 必须 确保 初始 猜 
想 圈 和 得 到 的 周期 轨道 与 该 庞 加 莱 截面 相交 。 因 此 ,初始 的 圈 猜 想 不 能 选 得 
和 真实 的 轨道 差别 过 大 。 第 二 ,对 于 式 (3-27), 圈 总 的 演化 是 使 成 本 函数 的 
值 减 小 ,同时 使 离散 化 的 点 沿 着 一 Xv 的 方向 移动 ,这 是 由 初始 条 件 决定 的 。 
如 果 局 域 最 小 值 对 应 的 成 本 函数 是 零 ,那么 就 计算 出 了 动力 系统 式 (3-15) 的 
一 个 真正 的 周期 轨道 。 然 而 ,如 果 成 本 函数 的 最 小 值 不 是 零 ,但 是 梯度 为 零 ， 
式 (3-39) 就 产生 了 一 个 奇异 矩阵 。 这 种 情况 下 不 得 不 放弃 寻找 ,并 重新 初始 
化 一 个 新 的 猜想 圈 。 如 果 在 寻找 不 稳定 的 周期 轨道 时 ,不 借助 于 符号 动力 学 
的 帮助 盲目 地 来 猜 , 会 有 1/3 的 概率 遇 到 这 种 局 域 极 小 值 的 情况 。 

此 外 ,通常 所 要 研究 的 系统 往往 具有 一 定 的 对 称 性 ,这 种 情况 下 对 称 性 
很 可 能 给 数值 计算 带 来 一 定 的 简化 。 如 果 动 力 系统 式 (3-15) 在 离散 对 称 下 
是 不 变 的 , 当 寻 找 的 轨道 具有 一 定 的 对 称 性 时 ,可 以 减少 初始 猜想 圈 的 长 度 。 
这 种 情况 只 需 对 一 个 不 可 约 的 圈 片 段 进 行 离散 化 ,就 能 明显 降低 圈 的 维度 表 
示 。 圈 的 其 他 部 分 可 通过 对 称 算 符 复制 ,然后 把 这 些 基本 片段 排列 起 来 就 构 
成 了 整体 的 猜想 圈 。 边 界 条 件 不 再 是 周期 的 ,我 们 只 需 修改 周期 项 即 可 。 
式 (3-38) 里 不 再 用 M 和 M ,而 是 用 MiQ 和 MQ ,其 中 Q 是 相关 的 对 称 
算 符 , 它 使 得 基本 轨道 片段 和 邻近 的 片段 构成 映射 。 在 这 种 方式 下 ,同样 精 
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度 的 轨道 可 通过 少 部 分 点 来 表示 ,大 大 加 速 了 寻找 。 

如 果 存 在 连续 对 称 性 ,也 是 可 以 利用 的 。 例 如 ,哈密 顿 系统 的 不 稳定 周 
期 轨道 可 能 形成 连续 族 , 族 的 一 个 或 者 多 个 成 员 同 属于 固定 的 能 量 表面 。 为 
了 应 对 这 样 的 连续 族 可 能 带 来 的 临界 本 征 方向 ,我 们 改变 式 (3-39) 的 最 后 一 
行 ,引入 能 壳 限 制 来 寻找 具有 特定 能 量 值 的 不 稳定 周期 轨道 。 我 们 在 圈 上 放 
一 个 点 , 记 作 Zz, ,在 常数 能 量 面 HOGO-E 上 施加 限制 条 件 VH T) e OF. = 
0, 对 于 所 有 的 + 来 说 使 得 +, 都 保持 在 这 个 面 上 。 演 化 式 (3-25) 会 自动 将 所 
有 其 他 圈 上 的 点 落 到 相同 大 小 的 能 量 面 上 。 


3.3 交叉 电磁 场 条 件 下 里 德 伯 
原子 电离 回归 现象 


这 一 节 我 们 将 把 变 分 法 应 用 到 保守 系统 (哈密 顿 系统 ) 中 去 ,研究 交叉 场 
里 德 伯 原子 系统 的 周期 轨道 。 里 德 伯 原子 是 一 个 处 于 高 激发 态 的 原子 , 它 的 
一 个 价 电 子 被 激发 到 了 很 高 的 量子 态 上 , 主 量子 数 通常 大 于 50, 电 子 远离 原 
子 实 , 能 级 结构 和 氧 原子 很 接近 ,因此 适用 于 半 经 典 的 计算 方法 。 如 果 引 入 
互相 垂直 的 外 电磁 场 ,那么 系统 的 对 称 性 就 会 破 缺 。 传 统 的 观点 是 ,电子 被 
电离 后 将 从 有 界 区 运动 到 无 穷 远 处 ,并 且 再 也 不 会 回 到 有 界 区 。 然 而 通过 变 
分 法 计算 电子 的 运动 轨迹 后 发 现 , 当 交叉 电磁 场 的 强度 达到 某 些 特殊 值 时 ， 
电子 从 有 界 区 电离 出 去 以 后 并 没有 运动 到 无 穷 远 处 ,存在 一 定 概率 的 电离 回 
归 现 象 。 利 用 变 分 法 我 们 也 发 现 了 三 种 新 的 周期 轨道 ,此 外 还 讨论 了 这 种 新 
奇 现象 的 意义 。 


3.3.1 背景 介绍 


原子 系统 在 量子 力学 诞生 和 发 展 的 过 程 中 起 着 非常 重要 的 作用 ,其 中 外 
场 条 件 下 的 里 德 伯 原子 体系 一 直 是 人 们 关注 的 热点 问题 。 对 于 里 德 伯 原 子 
来 说 ,由 于 它 具 有 较 大 尺寸 且 能 态 寿命 长 . 谱 线 的 自然 宽度 窗 等 诸多 特点 , 因 
此 在 光谱 学 ,天文 学、 等 离子 体 物理 以 及 半导体 物理 等 众多 领域 有 非常 广泛 
的 应 用 。 如 果 引 入 互相 垂直 的 外 电场 与 外 磁场 ,那么 外 加 的 电磁 场 和 原子 就 
会 互相 耦合 ,导致 原子 体系 不 再 具有 旋转 对 称 性 。 由 于 里 德 伯 电 子 的 束缚 能 
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非常 小 ,所 以 外 场 对 里 德 伯 原 子 的 影响 非常 大 ,其 原子 核 外 电子 的 运动 将 呈 
现 出 非常 复杂 的 动力 学 行为 c9 ,研究 里 德 伯 原子 的 外 场 效 应 具有 十 分 重要 的 
意义 ,而 研究 体系 的 周期 轨道 和 连接 轨道 是 理解 其 混沌 动力 学 性 质 的 重要 手 
段 之 一 。 

处 于 外 场 中 的 里 德 伯 原子 ,由 于 电场 和 磁场 的 共同 作用 会 导致 在 远离 原 
子 实 的 半径 处 出 现 一 个 除 库仑 势 阱 外 的 另 一 个 势 阱 5 ,这 种 在 原子 体系 内 部 
形成 的 双 势 阱 系统 具有 很 多 新 奇 的 性 质 , 例 如 在 第 二 个 势 阱 中 电子 和 原子 实 
可 形成 巨大 电 偶 极 矩 系统 5 。 对 于 交叉 场 里 德 伯 原 子 来 说 ,在 系统 计算 体系 
的 周期 轨道 和 连接 轨道 时 ,符号 动力 学 的 建立 是 非常 重要 的 , 它 为 相关 轨道 
的 数目 提供 了 一 个 上 限 ,并 且 能 够 帮助 我 们 预测 轨道 的 位 置 ,理想 情况 下 保 
证 不 会 错过 任何 一 条 轨道 。 基 于 这 些 重要 轨道 对 其 电 偶 极 矩 性 质 展开 研究 ， 
将 会 为 实现 里 德 伯 原子 减速 等 实验 研究 提供 理论 支撑 。 此 外 ,里 德 伯 原 子 的 
巨 偶 极 矩 性 质 在 量子 信息 等 领域 也 具有 潜在 的 应 用 前 景 , 是 目前 物理 学 研究 
的 前 沿 问题 。 

随 着 超 强 、 超 快 激光 技术 的 发 展 ,激光 与 原子 之 间 的 相互 作用 得 到 了 广 
泛 研 究 。 原 子 通过 吸收 一 定 的 光子 能 量 ,完成 从 基态 或 低 激 发 态 再 到 高 激发 
态 的 激发 , 当 激 光 的 强度 足以 使 原子 吸收 的 能 量 大 于 第 一 电离 冰 时 ,原子 就 
会 处 于 电离 态 ; 如 果 能 量 合适 , 则 可 以 使 电子 跃迁 到 共振 态 ,一 定 条 件 下 将 产 
生 自 电离 现象 。 当 里 德 伯 原子 在 势能 的 斯 塔 克 鞍 点 之 上 发 生 电 离 时 , 自 电 离 
态 原 子 在 交叉 电磁 场 中 的 混沌 动力 学 行为 是 异常 复杂 的 ,也 是 目前 关注 的 焦 
点 问题 之 一 。 

1988 年 杜 孟 利 和 德 洛斯 (Delos) 采 用 格林 函数 方法 和 库仑 散射 提出 了 半 
经 典 闭合 轨道 理论 "3" 外 ,成 为 研究 外 场 中 里 德 伯 原子 非 线 性 动力 学 性 质 的 一 
种 重要 理论 方法 ,目前 人 们 已 经 利用 该 理论 成 功 地 解释 了 外 场 中 碱 金属 等 复 
ASSAF AYA LAO) 。 围 绕 原 子 在 外 场 中 的 自 电 离 问 题 ,近年 来 理论 和 实 
验 上 都 有 了 很 大 的 进展 。 有 关 原 子 自 电离 过 程 混沌 研究 的 进展 出 现在 1996 
年 , 兰 克 赫 依 曾 (Lankhuijzen) 等 在 研究 外 场 中 的 锦 原 子 在 受 短 脉冲 激光 激发 
的 实验 中 ,观测 到 了 电子 波 包 在 斯 塔 克 鞍 点 之 上 自 电离 的 衰变 规律 异常 3， 
它 不 同 于 传统 的 指数 衰变 规律 ,而 呈现 为 总 体 指数 律 曲 线 释 加 上 一 系列 不 规 
则 的 电子 脉冲 阵列 。 后 来 罗 比 乔 克 思 (Robicheaux) 等 用 量子 力学 方法 计算 了 


第 3 章 变 分 法 计算 周期 轨道 。41。 


强 电场 中 锦 原 子 的 自 电离 ,并 对 上 述 实验 现象 进行 了 准 定量 理论 解释 5 。 为 
了 进一步 解释 该 实验 现象 的 本 质 , 米 切 尔 (Mitchell) 和 德 洛斯 等 采用 半 经 典 
的 方法 ,通过 相 空 间 庞 加 莱 上 映射 以 及 相对 于 不 动 点 的 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 
的 同 宿 缠 绕 , 重 现 了 类 似 的 脉冲 阵列 ,对 其 特殊 的 分 形 自 相似 结构 给 予 了 解 
释 *' 外 。 在 此 基础 上 ,他 们 研究 了 平行 电磁 场 中 的 氧 原 子 在 经 典 电离 阅 以 上 
的 混沌 性 质 ,揭示 了 电子 电离 的 脉冲 阵列 在 时 域 上 也 具有 特殊 的 分 形 自 相似 
结构 %" 旬 。 激 光 冷 却 技术 发 明之 后 , 米 切 尔 等 从 实验 上 研究 超 冷 原子 从 光 侦 
极 磁 光 阱 中 的 逃逸 问题 ,他 们 用 同 宿 强 绕 和 符号 动力 学 方法 证 实 了 分 形 结构 
的 存在 "中 。 托 普 朱 (Topeu) 等 则 考虑 了 衍射 及 测 不 准 关系 ,研究 了 平行 电磁 
场 中 氧 原子 的 自 电离 混沌 现象 5 。 

目前 人 们 已 经 清楚 ,外场 中 氧 原子 的 自 电离 存在 混沌 现象 主要 归结 于 磁 
场 的 存在 , 王 德 华 教授 等 研究 了 氧 原子 在 不 同 磁场 下 自 电 离 的 混沌 现象 1。 
林 圣 路 教授 课题 组 研究 发 现 , 外 电场 以 及 平行 电磁 场 中 非 氢 原 子 的 自 电 离 也 
FEE ER HL OP 。 近 来 贾 锁 党 教授 课题 组 对 外 场 作用 下 超 冷 里 德 伯 原 
子 的 相关 物理 机 制 及 应 用 开展 了 一 系列 的 工作 ,他 们 研究 了 电场 中 里 德 伯 原 
子 的 态 混合 和 态 转 移 的 非 绝热 跃 迁 机 制 . 超 冷饮 里 德 伯 原 子 的 自 电离 机 制 以 
及 向 超 冷 等 离子 体 的 转化 过 程 55'55 。 

在 交叉 电磁 场 中 里 德 伯 原子 体系 方面 ,文献 [56] 使 用 多 点 打靶 法 计算 了 
交叉 场 氧 原子 体系 的 短 周期 轨道 ,该 工作 以 四 条 简单 的 周期 轨道 为 基础 , 找 
到 了 类 似 于 三 体 问 题 的 运动 轨道 。 盖 克 勒 (Gekle) 和 优 巧 (Uzer) 等 分 析 了 交 
叉 场 中 氧 原子 相 空 间 轨 道 的 拓扑 规律 ,他 们 通过 周期 轨道 研究 了 环 面 的 相关 
性 质 3。 库 尔 获 (Kurz) 等 则 研究 了 核 质 量 为 有 限 大 的 情况 下 ,里 德 伯 系 统 的 
异 宿 轨道 及 其 电 偶 极 矩 性 质 58 。 刘 红 平 等 研究 了 有 关 交 叉 电 磁场 中 里 德 伯 
原子 的 对 称 性 破 缺 问题 ,他 们 用 闭合 轨道 理论 研究 了 里 德 伯 碱 金属 原子 的 回 
归 谱 ,并 将 经 典 与 量子 方法 相 结合 得 到 了 与 实验 数据 相 吻 合 的 结果 中 。 

外 场 中 的 里 德 伯 原 子 是 目前 少量 实际 存在 的 低 维 体系 产生 混沌 的 一 个 
具体 实例 , 它 可 以 展示 规则 运动 向 混沌 运动 的 过 渡 , 由 于 其 基本 性 质 是 量子 
的 ,因此 可 作为 粒子 从 势 场 中 逃逸 以 及 微 腔 输 运 等 基本 问题 的 理论 模型 ,成 
为 理论 和 实验 研究 量子 混沌 现象 的 理想 对 象 ,是 研究 经 典 和 量子 对 应 的 典型 
范例 。 在 交叉 场 问题 中 ,外 加 的 电磁 场 和 原子 互相 耦合 ,两 者 就 像 是 吸附 在 
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一 起 的 把 手 一 样 。 通 过 研究 原子 的 性 质 , 使 得 我 们 可 以 从 独特 的 实验 角度 观 
察 到 量子 和 经 典 结 合 时 产生 的 基本 的 物理 现象 。 这 种 手段 在 各 种 物理 领域 
里 ,从 原子 分 子 物理 到 等 离子 体 物理 都 具有 借鉴 意义 。 在 这 个 问题 的 基础 
上 ,其 理论 特点 和 可 实验 性 越 来 越 吸 引 着 人 们 的 研究 兴趣 。 


3.3.2 里 德 伯 原 子 的 周期 轨道 


我 们 的 计算 始 于 处 于 交叉 电磁 场 条 件 下 里 德 伯 原子 系统 的 经 典 哈 密 顿 
ht ,该 哈密 顿 量 包含 了 原子 核 . 外 场 以 及 电子 之 间 的 相互 作用 。 由 于 现在 处 
理 的 是 里 德 伯 原 子 , 它 只 有 一 个 电子 被 激发 到 了 高 激发 态 ,原子 核 仍 处 于 基 
态 上 。 简 明 起 见 规定 外 电场 为 E= 一 Ee, ,外 磁场 为 B= 二 Be., 并 且 假 定 原子 实 

质量 为 无 穷 大 。 电 子 运 动 的 动力 学 方程 ,可 以 通过 下 面 的 3 自由 度 哈密 顿 
uii 
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(3-40) 
其 中 ,r= Ja? y! RE ZSA SRE e— BOVE, na B BER 26 — 9 
是 动能 项 ,第 二 项 是 势能 项 ,中 括号 里 面 的 三 项 是 由 外 场 带 来 的 : 第 一 项 是 顺 
磁 项 ,第 二 项 是 逆 磁 项 ,第 三 项 是 原子 和 电场 的 相互 作用 项 。 由 式 (3-40) 可 
以 用 分 析 力学 里 的 正则 变换 得 到 电子 运动 满足 的 微分 方程 如 下 : 


aH (B 
Pra 3p, P 2? 
_#H_, (B 
X3 DEzE 
. 02H — 
E ue 
M : (3-41) 
. 0 E 
Pe == 6M 25 gets Fy ey 
] 2H B, B y 
Py =~ ay 035^ 7 4? IG yz 
i OH z 
p. dz rle + y! +27) 


不 失 一 般 性 ,这 里 首先 取 B=1, KRW ET ERE, CERE SR] HL 
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是 这 样 的 一 个 区 域 : 电子 不 能 到 达 该 能 量 禁 闭 区 。 由 工 =y 一 :一 0, 可 以 给 
出 希 尔 区 满足 的 条 件 : 

"torum 7 (3-42) 
式 中 yGe yz. ,2 ) 是 能 量 函 数 。 斯 塔 克 鞍 点 发 生 在 

OX —* (3-43) 

Z=0, y=0, ż=0 
图 3.2 展示 了 参数 es Ay 取 不 同 值 时 ,里 德 伯 原 子 的 希 尔 区 投影 到 zy 平面 上 
的 一 些 可 能 的 情况 。 当 我 们 选取 某 些 能 量 值 y 以 及 电场 强度 值 e 时 ,图 3.2 
中 的 “ 泪 颈 ?将 会 闭合 ,所 以 电子 就 不 能 够 被 电离 掉 。 从 图 3. 2 中 可 以 看 到 , 当 
y=—1.52,e=0. 5776 时 , 正 是 反映 发 生 的 临界 情况 。 

图 3. 3 展示 了 不 同 参数 值 时 一 些 轨道 的 zy 平面 投影 。 起 始 于 有 界 区 的 
一 点 会 随 着 时 间 演 化 到 无 界 区 的 无 穷 远 处 。 注 意 到 轨道 对 初始 条 件 非常 敏 
感 ,大 多 数 的 轨道 最 终 都 会 运动 到 无 界 区 ,并 且 再 也 不 能 回 到 有 界 区 。 这 就 
意味 着 电子 在 电离 后 是 不 能 回归 的 ,与 经 验 判断 相 一 致 。 

暂 态 对 于 反应 动力 学 的 理论 来 说 是 基本 的 : 本 质 上 ,和 暂 态 是 相 空 间 里 这 
样 的 一 个 结构 ,所 有 参与 反应 的 轨道 必须 通过 它 。 当 选取 一 些 参数 时 ,可 以 
利用 变 分 法 在 有 界 区 找到 一 些 不 稳定 的 周期 轨道 。 图 3. 4 展示 了 文献 里 提 到 
的 一 条 周期 轨道 [6 ,文献 [63] 考 虑 了 存在 外 电磁 场 的 情况 ,这 就 破坏 了 时 
间 可 逆 性 ,使 得 哈密 顿 量 里 包含 坐标 和 动量 的 混合 项 。 通 过 对 其 作 数学 上 的 
变换 ,可 把 相应 的 项 变 成 无 磁场 时 的 情况 ,从 而 发 现 了 一 个 暂 态 。 

在 图 3.4(a) 里 ,我们 初始 化 时 对 接近 闭合 的 轨道 作 快速 傅 里 叶 变 换 , 去 
掉 高 频 模 ,再 作 逆 快 速 传 里 叶 变换 就 得 到 了 一 个 粗糙 的 圈 猜 想 , 变 分 法 使 得 
初始 猜想 圈 收 敛 到 真实 的 周期 轨道 上 。 为 了 核查 变 分 法 的 有 效 性 ,可 以 用 找 
到 的 这 条 周期 轨道 上 的 一 点 做 初始 条 件 , 通 过 积分 的 方法 演化 一 个 周期 后 得 
到 图 3. 4(b) 的 周期 轨道 ,这 与 图 3.4(a) 的 结果 相 一 致 ,从 而 验证 了 变 分 法 的 
适用 性 。 
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图 3.2 不 同 参数 条 件 下 和 希 尔 区 的 变化 情况 (zy 平面 投影 ) 
(a) E e BE y; (b) 固定 y 改 变 es 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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(b) 
图 3.3 不 同 初始 条 件 下 轨道 的 演化 情况 ,轨道 最 终 都 运动 到 了 无 界 区 并 且 逃 逸 掉 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
我 们 发 现 了 里 德 伯 原子 一 个 新 的 暂 态 , 它 的 轨道 具有 更 复杂 的 结构 : 电 
子 先是 绕 着 原子 核 运动 ,接着 再 绕 斯 塔 克 鞍 点 运动 后 形成 一 条 周期 轨道 ,如 
图 3.5 所 示 。 为 了 找到 这 样 复杂 的 轨道 , 变 分 法 初始 化 的 要 求 就 更 高 。 我 们 
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(b) 


图 3.4 变 分 法 找到 的 周期 轨道 ,图 中 的 红线 是 零 速度 面 
(a) 一 个 周期 为 T=6. 492310 的 轨道 ( 蓝 色 ) 以 及 初始 猜想 圈 ( 绿 色 ) ; 
Cb) 通过 积分 方法 得 到 的 同样 的 轨道 ,加 号 代表 斯 塔 克 鞍 点 的 位 置 ,e 二 0. 55 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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先是 在 有 界 区 和 临界 区 分 别 找 出 两 段 接近 闭合 的 轨道 ,接着 手工 修补 这 两 段 
轨道 中 间 的 连接 线 , 使 这 两 部 分 的 片段 较为 平滑 地 连接 在 一 起 ,同时 要 注意 
轨道 运动 的 方向 性 。 
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y 
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图 3.5 利用 变 分 法 计算 得 到 的 一 个 新 的 暂 态 
(a) 一 条 周期 为 二 5.904041 的 轨道 ( 蓝 色 ) 以 及 初始 猜想 圈 ( 绿 色 ); 
Cb). 积分 方法 获取 的 轨道 ,红色 加 号 代表 原子 核 的 位 置 , 绿 色 加 号 表示 斯 塔 克 鞍 点 的 位 置 ,e 二 0. 85 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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利用 变 分 法 我 们 找到 了 另外 两 条 复杂 的 新 周期 轨道 ,如 图 3. 6 所 示 ,它们 

的 能 量 大 小 均 为 7 二 一 1. 40。 这 两 条 期 轨道 具有 有 趣 的 拓扑 结构 ,似乎 可 以 

利用 其 将 相 空间 里 的 其 他 轨道 有 序 排列 出 来 。 
15 r T 


nN 
in 


2.5 


(b) 


图 3.6 利用 变 分 法 计算 得 到 的 另外 两 条 周期 轨道 
(a) 周期 为 T 一 7.775212 的 轨道; 
(b) 周期 为 T 一 7.728233 的 轨道 。 红 色 加 号 代表 原子 核 的 位 置 ,e 一 0. 50 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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3.3.3 电子 电离 后 的 回归 现象 


前 面 的 讨论 都 是 在 固定 B=1 情况 下 的 。 如 果 没 有 磁场 ,电子 超过 一 定 
的 能 量 后 就 会 电离 。 现 在 考虑 固定 电场 强度 值 , 变 化 磁场 强度 的 大 小 来 看 周 
期 轨道 的 演变 情况 ,我 们 发 现 了 电离 后 的 电子 具有 回归 现象 。 图 3. 7(a) 展示 

T 34 6—0. 55 时 ,不 同 的 磁场 强度 对 应 着 的 轨道 的 形变 情况 ,可 以 看 到 在 强 磁 
场 条 件 下 ,存在 着 明显 的 回归 现象 。 当 磁场 增加 到 B= 2 以 后 ,继续 增加 磁场 
强度 效果 已 不 那么 明显 了 ,所 以 我 们 把 B= 2 当 作 极限 情况 。 可 以 看 到 随 着 
磁场 强度 的 增加 ,电子 已 经 成 功 地 克服 了 离心 力 , 因 此 能 够 重新 回 到 有 界 区 。 
接 下 来 我 们 把 磁场 强度 取 固 定 值 B=2, 改 变 电 场 强度 的 大 小 ,图 3.7(b) 展 示 
了 不 同 电场 强度 下 的 情况 。 从 图 3.7(b) 中 看 到 减 小 电场 强度 值 也 会 对 电子 
的 回归 产生 贡献 ,但 是 当 电场 强度 小 于 s=0. 3 以 后 ,系统 就 不 存在 这 样 的 周 
期 轨道 了 。 

图 3. 8 展示 了 我 们 找到 的 最 佳 电 离 回 归 现 象 5] 。 当 6—0.30.B—2 时 ， 
电子 在 有 界 区 以 逆 时 针 的 方向 运动 到 无 界 区 ,但 是 没有 像 通 常 那样 到 无 界 区 
后 向 着 无 穷 远 运动 , 它 又 重新 回 到 了 有 界 区 ,形成 了 一 条 周期 轨道 。 这 条 周 
期 轨道 的 周期 为 == 3. 202532, 能 量 的 大 小 为 Y= 一 0. 8764。 这 个 例子 证 实 
了 电离 回归 现象 的 存在 。 

上 面 是 理论 计算 结果 。 我 们 注意 到 电子 可 通过 激光 照射 获得 能 量 , 完 成 
激发 过 程 。 在 文献 [39] 和 文献 [40] 中 ,闭合 轨道 理论 被 用 于 描述 暂 态 过 程 。 
电子 在 距离 原子 核 玻 尔 半径 处 向 各 个 方向 运动 ,有 一 定 的 角 分 布 ,由 此 形成 

一 个 球面 波 , 该 过 程 是 一 个 动态 的 过 程 。 由 于 动力 学 的 影响 ,电子 在 离开 原 
子 核 后 被 实验 条 件 所 限定 ,不 能 随意 运动 到 周期 轨道 上 。 现 在 考虑 在 真实 的 
实验 环境 下 ,电子 是 如 何 离开 原子 核 并 运动 到 暂 态 上 去 的 。 为 了 核实 是 否 存 
在 这 一 物理 过 程 , 首 先 要 调整 一 下 电磁 场 的 参数 ,从 而 能 够 得 到 相对 稳定 的 
周期 轨道 。 一 般 来 说 , 暂 态 的 稳定 性 越 高 , 则 电子 在 该 区 域 附近 停留 的 时 间 
就 越 长 。 
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图 3.7 不 同 电磁 场 强度 时 周期 轨道 的 演变 情况 
(a) 固定 e HÆ B 的 大 小 ; (b) 固定 B, 改 变 e 的 大 小 


(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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图 3.8 交叉 场 条 件 下 里 德 伯 原 子 电子 电离 后 的 回归 现象 ,==0. 30, B=2 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 


在 经 过 多 次 尝试 和 比较 后 ,我 们 选取 e — 0. 42 ,该 周期 轨道 的 雅 可 比 矩 阵 
前 三 个 本 征 值 分 别 为 : 1. 16039、1. 000001 和 1. 09325。 初 始 条 件 是 这 样 选 
AY: 用 文献 [65] 中 提 到 的 方法 ,在 距 原子 核 玻 尔 半径 远 处 的 球面 上 均匀 选 
5000 个 点 ,轨道 的 初始 能 量 为 一 0. 8295 ,这 对 动量 的 可 能 取 值 起 到 了 制约 作 
用 。 然 后 用 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 演化 这 些 点 ,看 是 否 存在 接近 于 周期 轨道 的 演 
化 轨道 。 我 们 最 终 从 5000 条 轨道 中 发 现 了 10 条 轨道 ,可 以 在 周期 轨道 附近 
旋转 1 周 。 图 3.9(a) 展 示 了 其 中 的 一 种 情况 : 可 以 从 图 中 看 到 演化 轨道 是 可 
以 在 周期 轨道 附近 停留 一 段 时 间 的 ,这 也 暗示 了 该 条 周期 轨道 的 实际 存在 性 。 

在 图 3.5(b) 中 我 们 所 发 现 的 新 的 暂 态 ,电子 绕 着 原子 核 运动 的 最 近 距 离 
为 0.18 玻 尔 半径 ,也 就 是 说 小 于 电子 初 态 的 距离 .这 也 暗示 了 电子 是 可 以 沿 
着 该 暂 态 的 路 径 绕 着 运动 一 段 时 间 的 。 我 们 也 计算 了 该 周期 轨道 的 雅 可 比 
和 矩阵, 它 的 前 三 个 本 征 值 分 别 为 : 1. 28043、1. 000001 和 1. 32029。 基 于 同样 
的 方法 ,初始 点 的 能 量 取 为 一 1. 7761 ,我 们 发 现 了 六 条 轨道 具有 这 一 特殊 性 
质 。 图 3.9(b) 展 示 了 其 中 的 一 条 典型 演化 轨道 以 及 暂 态 ,可 以 看 到 它们 之 间 
的 形状 以 及 位 置 都 是 非常 相似 的 。 所 以 在 真实 的 实验 环境 下 ,电子 可 以 沿 着 
暂 态 的 路 径 运 动 一 段 时 间 。 
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图 3.9 验证 电子 能 否 运 动 到 暂 态 上 
(a) 在 距离 原子 核 玻 尔 半径 远 处 演化 一 个 点 ( 蓝 色 ) ,红色 轨道 是 对 应 的 暂 态 ,e 一 0. 42; 
Cb) 相似 的 演化 过 程 ( 蓝 色 ) ,红色 轨道 是 对 应 的 新 暂 态 ,e 一 0. 85 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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里 德 伯 原子 电子 电离 后 的 回归 现象 或 许可 以 带 来 一 些 物理 意义 。 我 们 
可 以 通过 选择 适当 的 电磁 场 参 数 ,如 果 能 量 刚 好 比 鞍 点 高 一 点 点 ,那么 在 鞍 
点 处 的 轨道 就 足够 接近 于 我 们 发 现 的 周期 轨道 。 因 此 电子 能 停留 的 时 间 会 
更 长 一 些 , 运 动 也 会 相对 缓慢 一 些 , 这 也 许 能 够 产生 有 趣 的 量子 现象 。 同 时 
也 可 在 该 处 形成 较 大 的 电 偶 极 矩 ,我 们 或 许可 以 利用 这 个 大 的 偶 极 矩 来 实现 
里 德 伯 -斯 塔 克 减 速 以 及 观测 共振 现象 。 


3.3.4 Be 


暂 态 理论 用 经 典 的 统计 方法 来 决定 化 学 反应 速率 ,该 理论 基于 假定 能 量 
再 分 配 是 指数 状 的 ,以 及 在 相 空 间 里 都 是 均匀 的 。 过 去 相当 长 一 段 时 间 的 研 
究 表明 ,在 这 样 的 系统 里 存在 非常 复杂 的 不 一 致 的 动力 学 ,导致 混沌 输 运 、 黏 
EVA Be [8] EK HE TEE HE BL 

本 节 我 们 发 现 了 三 种 新 型 的 周期 轨道 ,它们 或 许 能 够 产生 有 趣 的 量子 效 
应 。 同 时 我 们 也 发 现在 交叉 电磁 场 条 件 下 , 当 电磁 场 的 强度 取 一 些 特殊 值 
时 ,里 德 伯 原 子 电 子 电离 后 存在 一 定 概率 的 回归 现象 。 通 常 来 说 ,磁场 强度 
越 大 ,电场 强度 越 小 ,电子 电离 后 就 越 容 易 重 新 回来 ,我们 也 讨论 了 这 一 新 颖 
现象 可 能 带 来 的 物理 意义 。 

通过 动力 学 的 数学 计算 得 出 的 结论 在 实际 的 物理 过 程 中 不 一 定 都 是 真 
实 的 。 电 子 从 原子 核 出 来 后 运动 位 置 或 许可 以 到 达 不 稳定 的 周期 轨道 上 ,但 
是 动量 却 不 一 定 和 该 周期 轨道 的 动量 相 匹配 。 我 们 也 讨论 了 电子 如 何 能 够 
运动 到 该 周期 轨道 上 来 ,通过 分 析 , 在 真实 的 物理 系统 中 电子 的 暂 态 是 客观 
存在 的 。 希望 这 种 现象 可 以 通过 相关 的 实验 来 得 到 证 实 , 从 而 给 原子 分 子 物 
理 带 来 新 的 积极 的 意义 。 


3.4” 蔓 斯 勒 方程 的 周期 轨道 


本 节 将 系统 地 研究 勒 斯 勒 方程 一 定 拓扑 长 度 以 内 的 周期 轨道 。 为 了 克 
服 此 非 线性 系统 中 回归 映射 多 值 以 及 不 可 逆 性 ,我 们 提出 了 一 种 基于 轨道 拓 
扑 结构 建立 符号 动力 学 的 新 方式 。 变 分 法 用 来 数值 计算 此 类 存在 奇怪 吸引 
子 的 耗 散 系统 的 周期 轨道 显得 很 稳定 ,两 条 轨道 片段 用 于 初始 化 系统 的 组 成 
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单元 。 基 于 整 条 轨道 的 结构 拓扑 的 分 类 方式 比 传统 的 通过 庞 加 莱 映 射 前 分 
态 空间 显得 更 为 有 效 ,这 一 工作 也 为 今后 在 其 他 混沌 体系 中 系统 分 类 周期 轨 
道 提供 了 一 种 可 借鉴 的 方法 。 


3.4.1 背景 介绍 


对 于 混沌 系统 的 研究 始 于 1963 年 提出 的 第 一 个 混沌 体系 : 洛 伦 效 方程 。 
从 那 时 起 ,人 们 相继 发 现 了 各 种 新 的 混沌 系统 ,对 于 非 线性 动力 系统 的 研究 
取得 了 长 足 的 进步 7 。 随 着 混沌 体系 研究 的 系统 化 , 勒 斯 勒 在 研究 洛 伦 效 
系统 时 发 现 了 从 洛 伦 兹 吸引 子 中 可 以 获取 到 一 个 更 简单 的 .具有 不 对 称 的 吸 
引子 结构 。 这 促成 了 一 个 新 的 非 线 性 动力 系统 的 发 现 , 它 的 数值 解 能 够 产生 
奇特 的 混沌 现象 ,即便 方程 中 仅仅 含有 一 个 非 线 性 项 。 这 就 是 著名 的 勒 斯 勒 
Jmm, 

人 们 对 于 勤 斯 勤 方 程 做 了 大 量 的 研究 工作 。 在 文献 [73] 中 ,作者 针对 分 
数 阶 勒 斯 勒 系统 ,采用 解析 的 方式 讨论 了 劳 斯 - 赫 尔 维 蒋 (Routh-Hurwitz) 稳 
定性 条 件 。 在 文献 L[74] 中 ,作者 讨论 了 勒 斯 勒 吸引 子 中 典型 轨道 的 行为 。 微 
分 几何 方法 也 能 够 被 用 于 研究 勒 斯 勒 流 的 雅 可 比 稳定 性 "中 。 最 近 这 些 年 借 
助 于 计算 机 人 们 得 到 了 许多 关于 勒 斯 勒 系统 的 数值 结果 。 在 文献 [76] 中 作 
者 通过 时 间 - 频 率 双 谱 分 析 , 采 用 周期 闭合 圈 控 制 发 现 了 勒 斯 勒 系统 的 一 个 非 
线性 特征 。 在 文献 [77] 中 作者 详细 研究 了 勒 斯 勒 系统 的 局 域 及 全 局 分 岔 情 
况 , 他 们 讨论 了 不 同 种 类 的 混沌 吸引 子 及 其 系统 特性 ,以 此 来 获取 拓扑 样板 
和 首次 回归 映射 。 在 文献 [78] 中 作者 比较 了 完整 的 勒 斯 勒 系统 和 约 化 后 系 
统 的 时 标 , 他 们 探究 了 隐 含 动力 学 ,观察 到 了 有 意义 的 新 动力 学 特征 。 文 
献 [79] 采 用 量子 理论 的 方式 来 研究 勒 斯 勒 吸 引子 ,在 那里 勒 斯 勒 系统 相当 于 
一 个 处 于 媒质 中 的 三 模 量子 化 的 电磁 场 。 

混沌 体系 中 轨道 初始 条 件 的 偏差 会 导致 最 终结 果 的 重大 区 别 。 由 于 混 
沌 运动 所 具有 的 各 态 历经 性 质 , 本 书 第 2 章 介 绍 的 周期 轨道 理论 可 以 计算 动 
力学 平均 。 周 期 轨道 理论 近 些 年 来 也 获得 了 一 定 的 发 展 *' 中 ,对 于 勒 斯 勒 系 
统 来 讲 , 它 将 继续 起 着 重要 的 作用 。 之 前 的 工作 中 都 没有 提 到 如 何 有 效 的 系 
统计 算 勒 斯 勒 方程 的 周期 轨道 。 如 果 在 此 系统 中 无 法 有 效 建立 符号 动力 学 ， 
即使 找到 了 一 些 周期 轨道 我 们 也 无 法 确定 到 底 应 该 存在 多 少 条 ,它们 彼此 之 
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间 有 着 什么 样 的 联系 。 本 节 我 们 将 用 变 分 法 计算 勒 斯 勒 系统 的 周期 轨道 ,在 
态 空间 中 基于 轨道 的 拓扑 建立 一 维 符号 动力 学 来 分 类 所 有 的 短 周 期 轨道 。 


3.4.2 勒 斯 勒 方程 的 动力 学 性 质 


勒 斯 勒 方 程 由 勒 斯 勒 在 1976 年 重 构 洛 伦 效 方程 时 提出 ,后 来 人 们 发 现 此 
方程 在 模拟 化 学 反应 平衡 时 很 有 用 。 勒 斯 勒 系统 由 三 个 微分 方程 构成 ,系统 
性 质 和 洛 伦 兹 方程 非常 相似 。 它 有 一 个 只 折 秋 一 次 的 带 状 吸引 子 ,因此 更 容 
易 分 析 和 计算 , 勒 斯 勒 系统 也 是 一 个 最 简单 的 非 线 性 系统 , 它 可 以 展示 混沌 
体系 许多 关键 的 特征 。 方 程 的 形式 为 


= r +ay (3-44) 


#2 — 94 (2-02 


其 中 a.b Me 是 方程 的 三 个 参数 ,第 三 个 式 子 中 的 zx 是 非 线性 项 。 系 统 的 两 
个 不 动 点 为 


20 €x yc — 4ab 
mac fo 
ya = CE ve tab VE ah (3-45) 
|z — ct ve — Aab 
212 = — 79341 
由 于 式 (3-45) 存 在 一 个 二 阶 非 线 性 项 ,系统 的 一 个 不 动 点 在 原点 附近 , 另 一 


个 不 动 点 远离 吸引 子 。 图 3. 10 展示 了 三 维和 二 维 空间 中 勒 斯 勒 方程 的 吸引 
F ,参数 选取 a 二 6 二 0.2,c 二 5.7。 不 动 点 x — (0.007. —0.035.0. 035). 在 原 
点 附近 ,轨道 绕 着 该 不 动 点 由 内 向 外 运动 。 当 轨道 绕 了 许多 圈 并 且 离 此 不 动 
点 有 一 定 距 离 后 ,会 从 zy 平面 运动 到 > 方向 上 ,在 相 空 间 中 呈现 伸展 结构 。 
于 梅 尔 尼 科 夫 (Melnikov) 同 宿 轨道 的 存在 "3, 轨道 达到 一 定 的 高 度 后 ,会 
返回 并 且 进 入 不 动 点 附近 的 zy 平面 内 ,因而 呈现 折 仅 运动。 由 于 沿 着 同 宿 
轨道 从 空间 折 回 进 平面 时 ,与 不 动 点 的 准确 位 置 总 是 会 有 一 些 差 距 , 所 以 轨 
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会 继续 绕 着 不 动 点 转动 ,不断 地 重复 上 面 的 过 程 。 


(b) 
图 3.10 勤 斯 勤 方程 在 时 间 += 300 时 的 吸引 子 
(a) 三 维 情况 ; b) 吸引 子 的 二 维 投影 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
方程 式 (3-44) 在 a—b—0.2,0—5. 7 时 的 稳定 性 矩阵 为 
0 =} =1 
A-—|1 0.2 0 
x 0 x—^5 


(3-46) 
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AR BI BAS AS FAL EX C3 7460 B ZI GE A A HT ABE AY FLUTE JR 
外 面 不 动 点 x* = (5. 693, — 28. 465.28. 465) 的 稳定 流 形 提供 了 吸引 域 的 边 
界 ,稳定 矩阵 的 本 征 值 式 (3-47) 给 出 了 两 个 不 动 点 的 稳定 性 信息 : 

(u? pOtio®) = (—5. 686,0. 097 +0. 995i) 
pa p ie? ) = (0.193, +5. 428i) 

通过 uO iw? 复数 本 征 值 对 可 知 , 里 面 不 动 点 x* 周围 的 轨道 旋转 周期 


H Tom — 6. 31, x- 不 动 点 附近 的 轨道 旋转 一 周 离开 的 弗 洛 凯 
(Floquet) 特 征 乘 子 为 Az sexp(p2 T_)=1. 84. FARM 3l ib pi tio? 


数 本 征 值 对 可 知 , 外 面 不 动 点 x+ 周围 的 轨道 旋转 周期 为 T, = | -2 


oP 


xz 不 动 点 附近 的 轨道 旋转 一 周 吸 引 到 稳定 流 形 平面 的 弗 洛 凯特 征 乘 子 是 极 
其 缓慢 的 ,4Azsexp(p22 T+ ) 二 0. 9999。 在 每 一 个 周期 ,稳定 流 形 上 的 点 沿 着 
不 稳定 的 本 征 方向 远离 的 弗 洛 凯 特征 乘 子 为 Ar 和 exp(poT+ )=1. 2497, Al 
此 外 面 的 不 动 点 x! 沿 着 两 个 方向 都 旋转 得 极其 缓慢 。 为 了 在 此 混沌 体系 中 
找到 周期 轨道 ,首先 尝试 利用 庞 加 莱 截 面 把 它 约 化 为 一 维 映 射 ,进而 借助 多 
点 打靶 法 进行 计算 。 

从 图 3. 10 可 见 , 轨 道 绕 着 = 轴 旋 转 , 因 此 可 以 选择 一 个 通过 = 轴 的 平面 
作为 庞 加 莱 截面 。 不 同 倾斜 角 的 截面 会 产生 不 同情 况 的 映射 ,从 而 显示 出 体 
系 的 伸展 和 折 友 结构。 图 3. 11 展示 了 选取 与 zx 轴 成 45 的 一 个 庞 加 莱 截 面 
后 的 二 维 映射 图 样 ,由 此 可 以 获取 回归 映射 的 信息 。 符 号 动力 学 为 我 们 找 齐 
一 定 拓扑 长 度 的 周期 轨道 提供 了 便利 ,为 此 ,这 里 介绍 一 下 符号 动力 学 的 

考虑 一 维 单 峰 映射 

f(x) = 3.320 —2).2 € [0.1] (3-48) 
它 的 图 像 如 图 3. 12 所 示 ,在 20.5 处 f(x) 取 极 大 值 。 因 此 可 以 用 两 个 符号 
来 建立 系统 的 符号 动力 学 , 即 5== (0.1). 0 对 应 着 x 取 极 大 值 处 左边 的 区 
间 ,1 对 应 着 右边 的 区 间 。 根 据 迭 代 , 任 何 轨道 都 唯一 对 应 着 一 段 无 穷 的 符号 
序列 ,s1s2s3… ,si;ES, 那 么 周期 轨道 就 可 以 通过 一 个 周期 序列 给 出 。 本 书 第 2 
章 里 介绍 了 素 周 期 轨道 的 概念 ,以 符号 序列 标记 的 周期 轨道 0、1、001 等 都 是 
素 周期 轨道 ,而 0101 就 不 是 素 周 期 轨道 。 长 度 为 2 的 周期 轨道 可 以 由 序列 


(3-47) 


» 


=1L16, 
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-2 n 1 1 1 


图 3.11 勒 斯 勒 方程 的 二 维 庞 加 莱 映 射 , 我 们 选取 通过 = 轴 的 
截面 作为 庞 加 莱 截 面 , 它 与 zx 轴 成 45° 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 


1 T T T T T T 


= 
0 à 0a 0a E 04 o a 
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 
x 
图 3. 12 — k ful ST R01 GB XE CES ,初始 猜想 z 一 0.2。 临 界 点 0.5 左边 的 区 间 


用 符号 0 来 标记 ,右边 的 区 间 用 符号 1 来 标记 。 每 一 条 轨道 都 唯一 对 应 着 一 段 符 号 序列 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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010101… 来 描述 ,我 们 把 该 轨道 标记 为 01。 由 于 这 条 轨道 的 拓扑 长 度 为 2, 它 
的 符号 序列 用 两 个 符号 来 表示 。 这 样 就 可 以 用 不 同 的 符号 序列 来 表示 不 同 
拓扑 长 度 的 周期 轨道 。 

对 于 一 维 单 峰 映 射 来 说 ,由 于 在 区 间 内 只 有 一 个 极 值 点 ,因此 很 容易 建 
立 符号 动力 学 。 遗 憾 的 是 , 勒 斯 勒 系统 的 回归 映射 是 多 值 的 9, 很 难 建立 一 
维 符号 动力 学 来 系统 地 计算 周期 轨道 。 我们 需要 使 用 更 多 的 符号 序列 来 表 
示 双 峰 映 射 , 这 会 带 来 一 定 难 度 。 如 何在 非 单 峰 映 射 中 有 效 建立 符号 动力 学 
是 一 个 开放 式 的 问题 。 


3.4.3 一 维 符 号 动力 学 的 建立 


本 节 讨 论 如 何 利 用 变 分 法 计算 出 勒 斯 勒 方程 在 参数 取 a==5b 二 0.2,c 二 5.7 
时 的 所 有 短 周期 轨道 。 我们 以 两 条 最 简单 的 周期 轨道 片段 作为 组 成 单元 建 
立 一 维 符 号 动力 学 ,这 种 分 类 方式 对 勒 斯 勒 方程 非常 有 效 , 显 然 也 可 以 应 用 
到 其 他 的 复杂 系统 中 ,如 洛 伦 兹 方程 。 数 值 计算 时 ,收敛 条 件 是 F* 1075. 

经 过 一 些 尝 试 后 ,利用 变 分 法 可 以 计算 出 系统 具有 简单 拓扑 结构 的 周期 
轨道 ,如 图 3. 13 所 示 。 轨 道 的 初始 化 是 这 样 完成 的 : 首先 对 动力 系统 式 (3-44) 
进行 数值 积分 ,然后 找到 那些 接近 闭合 的 轨道 片段 ,并 且 手 动 连接 成 闭合 的 圈 。 
变 分 法 将 把 猜想 圈 逐 渐 修 正成 为 系统 真实 的 周期 轨道 。 通 过 观察 图 3. 13 两 
条 轨道 的 拓扑 结构 ,可 以 建立 一 维 符号 动力 学 。 图 3. 14(a) 展 示 了 图 3. 13(b) 
的 轨道 在 二 维 平面 的 投影 图 。 我 们 把 在 不 动 点 x 附近 旋转 的 轨道 片段 记 为 
符号 0, 把 从 = HATE cy 平面 的 轨道 记 为 符号 1。 我 们 标记 图 3. 13 Ca) 所 
示 的 轨道 为 1 轨道 , 它 有 着 最 短 的 周期 T—5. 881089。 相 应 地 ,图 3.13(b) 所 
示 的 轨道 为 01 轨道 , 它 的 周期 为 T=11.758660。 我 们 发 现 0 轨道 并 不 存在 ， 
因此 它 被 修 枝 掉 了 。 

通过 这 种 方式 我 们 可 以 借助 于 一 维 符号 动力 学 的 符号 序列 对 更 长 的 周 
期 轨道 进行 初始 化 。 应 用 变 分 法 计算 旋转 了 多 圈 的 复杂 周期 轨道 时 需要 更 
精确 的 初始 猜想 ,否则 很 可 能 会 寻找 失败 。 我 们 通过 对 计算 出 的 短 周期 轨道 
进行 剪 切 以 及 粘贴 来 作为 长 轨道 的 猜想 圈 , 即 使 我 们 手动 连接 轨道 片段 使 之 
闭合 , 变 分 法 也 通常 收敛 。 图 3. 14(b) 展 示 了 拓扑 长 度 为 3 的 011 轨道 , 它 由 
三 个 基本 的 轨道 片段 构成 。 
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(a) 1 轨道 ; Cb) 01 轨道 。 蓝 线 是 初始 猜想 圈 , 红 线 是 周期 轨道 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 


两 个 基本 的 轨道 片段 能 被 用 来 寻找 其 他 复杂 周期 轨道 的 组 成 单元 。 
图 3. 15(a) 展 示 了 拓扑 长 度 为 3 的 011 轨道 , 它 是 由 两 条 1 轨道 和 一 条 0 轨道 
构成 。 图 3. 15(b) 展 示 了 由 三 条 1 轨道 和 一 条 0 轨道 构成 的 拓扑 长 度 为 4 的 
0111 轨道 。 图 3. 15(c) 和 (d) 展 示 了 拓扑 长 度 为 5 的 两 条 周期 轨道 。 在 一 维 
符号 动力 学 的 帮助 下 ,我 们 能 够 系统 地 找到 一 定 拓 扑 长 度 以 内 的 所 有 周期 轨 
iB. 首先 基于 符号 动力 学 构建 初始 猜想 圈 , 利 用 变 分 法 使 之 朝 着 真实 的 周期 
轨道 演化 ,以 此 来 验证 该 符号 序列 的 周期 轨道 是 否 存在 。 
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(a) 


图 3.14 勤 斯 勤 方程 的 不 稳定 周期 轨道 
(a) 周期 轨道 01 的 二 维 投影 ;(b) 三 维 空间 中 的 001 轨道 
图 上 标 出 了 轨道 片段 相对 应 的 符号 序列 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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20 
15 
10 
5 
0 
10 
15 
" lex 
-10 ; 0 
y -20 -10 x 
(a) 
20 
15 
10 
5 
0 
10 
15 
0 ee 
-10 a 0 
y -20 -10 x 
(b) 
20 
15 
10 
5 
0 
10 
15 
9 "e m 
-10 5 0 
y -20 -10 x 
(c) 


图 3.15 变 分 法 找到 的 勒 斯 勒 方程 四 条 周期 轨道 
(a) 011 轨道 ; (b) 0111 $Ñ; (c) 01011 SÉ (d) 01111 轨道 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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20 


(d) 
图 3.15 (4D 


图 3. 16 展示 了 拓扑 长 度 为 7 的 一 条 复杂 长 周期 轨道 , 它 的 符号 序列 为 
0110111 ,这 样 的 周期 轨道 如 果 没 有 符号 动力 学 的 帮助 是 很 难 发 现 的 。 我 们 
发 现 绝 大 多 数 符号 动力 学 允许 的 周期 轨道 实际 并 不 存在 。 例 如 ,我 们 没有 找 
到 0011,00001 和 000001 等 轨道 。 总 共 ,我 们 找到 了 14 条 拓扑 长 度 7 以 内 的 
周期 轨道 ,在 表 3. 1 中 列 出 了 拓扑 长 度 7 以 内 的 所 有 周期 轨道 相关 信息 。 


图 3.16 利用 一 维 符号 动力 学 ,基于 变 分 法 找到 的 长 周期 轨道 
(a) 拓扑 长 度 为 7 的 周期 轨道 , 它 的 符号 序列 为 0110111, 周 期 T 一 41. 125032; 
(b) 该 周期 轨道 在 zy 平面 上 的 二 维 投影 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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x 


(b) 
图 3.16 (4%) 


表 3.1 勒 斯 勒 方程 拓扑 长 度 为 7 以 内 的 所 有 周期 轨道 


拓扑 长 度 符号 序列 周期 x y z 
0 = Ll ES = 
: 1 5. 881089 2. 627233 —8. 501714 0. 043809 
2 01 11. 758660 2.572501 — 9. 686912 0. 042144 
001 17. 515957 2.599422 6. 590804 0. 495626 
i 011 17.595968 1.131602 5. 125206 0. 069756 
0111 23.512301 — 0. 062011 3. 472038 4. 309091 
4 0001 = = = = 
0011 = = = 
00001 = m kan 
00011 
00101 = = = = 
5 
00111 = 一 € 
01011 29. 365701 — 1. 367123 7. 363490 0. 050018 
01111 29. 380354 0. 980421 — 1. 793509 0. 035066 
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拓扑 长 度 符号 序列 周期 x y z 
000001 — — 一 一 


000011 = = = = 


000101 m — — 一 


000111 一 — S — 


6 001011 35. 049184 1. 744723 —3. 143609 0. 043655 


001101 = == == = 


001111 = = = = 


010111 35. 266301 0. 223445 — 9. 808221 0. 029708 


011111 35. 258228 1. 374922 —4. 776409 0. 039152 


0000001 E = = = 


0000011 = = = = 


0000101 = = -— = 


0001001 = = == = 


0000111 E = = ud 


0001011 = = = = 


0001101 = = — = 


0010011 = = = x 


0010101 = = = A 


0001111 ru E x — 


0010111 = -= — = 


0011011 T € = mi 


0011101 = = = = 


0101011 41. 122199 0.018513 7. 228308 0. 095524 


0011111 = — ES = 


0101111 41. 135866 0. 437013 5. 918316 0. 062522 


0110111 41. 125032 0. 523892 — 8. 385808 0. 031755 


0111111 41. 142492 0. 012064 3. 326099 4. 828461 


ik. 表 中 列 出 了 这 些 轨道 的 拓扑 长 度 、 符 号 序列 、 周 期 以 及 周期 轨道 上 一 点 的 坐标 (x,y,z), 注 
意 到 有 很 多 条 周期 轨道 并 不 存在 ,我 们 用 符号 “一 ”来 标记 。 
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本 节 应 用 变 分 法 研究 了 惑 斯 勒 方程 的 周期 轨道 。 由 于 回归 映射 的 多 值 
性 ,基于 轨道 的 拓扑 结构 可 以 成 功 建立 一 维 符号 动力 学 。 我 们 以 两 个 基本 的 
轨道 片段 作为 组 成 单元 , 据 此 构建 初始 猜想 圈 , 使 得 系统 一 定 拓扑 长 度 内 的 
所 有 周期 轨道 都 能 够 找 齐 。 勒 斯 勒 系统 的 动力 学 平均 ,例如 逃逸 率 等 各 个 量 
都 可 以 利用 周期 轨道 理论 的 轨道 展开 进行 计算 ,这 在 分 析 系 统 的 动力 学 行为 
时 很 有 用 。 

对 于 勒 斯 勒 方程 而 言 ,仍然 有 许多 动力 学 行为 还 不 清楚 ,例如 体系 的 连 
接轨 道 。 基 于 轨道 的 拓扑 建立 符号 动力 学 或 许可 以 系统 地 分 类 连接 轨道 以 
及 分 析 彼 此 之 间 的 关系 。 系 统 随 着 参数 变化 时 的 各 种 分 岔 性 质 也 值得 深入 
讨论 , 变 分 法 也 许 能 够 解决 这 一 问题 。 利 用 轨道 的 同 伦 演 化 可 以 追溯 轨道 的 
连续 形变 ,这 可 以 帮助 我 们 分 析 轨 道 在 参数 改变 时 所 存在 的 范围 。 


3.5 小 结 与 讨论 


这 一 章 我 们 介绍 了 几 种 数值 计算 周期 轨道 的 方法 。 为 了 克服 高 维 态 空 
间 里 寻找 不 稳定 周期 轨道 的 困难 ,我 们 重点 介绍 了 变 分 法 , 它 使 用 无 穷 小 变 
步 长 的 阻尼 牛顿 迭代 法 。 本 童 的 主要 结果 是 偏 微分 方程 式 (3-25), 它 解决 了 
成 本 函数 最 小 化 的 变 分 问题 ,这 个 方程 使 得 成 本 函数 始终 以 指数 的 速度 减 
小 。 我 们 也 详细 介绍 了 如 何在 数值 上 计算 这 个 偏 微分 方程 ,并 分 别 对 两 个 典 
型 的 非 线 性 混沌 体系 进行 了 成 功 的 应 用 。 变 分 法 包含 了 相 空 间 中 大 量 点 的 
信息 以 及 所 要 找 的 周期 轨道 的 全 局 拓扑 结构 ,始终 保持 圈 的 光滑 性 和 对 其 进 
行 均匀 离散 化 取 点 ,该 方法 在 实践 中 具有 很 好 的 鲁 棒 性 。 我 们 也 分 别 以 保守 
系统 和 耗 散 系统 为 例 , 应 用 变 分 法 计算 了 周期 轨道 。 

我 们 目前 还 不 清楚 对 于 一 个 给 定 的 动力 系统 流 和 一 个 给 定 的 初始 圈 猜 
想 ,应 用 式 (3-25) 后 圈 会 演变 成 什么 。 以 经 验 来 讲 , 会 向 着 离 它 最 近 的 周期 轨 
道 演化 ,同时 保持 最 大 程度 的 拓扑 相似 性 。 我 们 也 看 到 ,可 以 将 变 分 法 找到 
的 短 不 稳定 周期 轨道 作为 基本 的 组 成 单元 ,以 此 来 系统 地 研究 混沌 系统 的 不 
稳定 周期 轨道 。 
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值得 注意 的 是 ,尽管 在 这 里 我 们 只 是 研究 如 何 寻 找 周 期 轨道 ,但 是 变 分 
法 是 一 种 普 适 的 方法 , 它 也 可 以 用 来 计算 混沌 体系 的 不 变 环 中 I。 本 书 第 6 章 
将 会 讨论 ,通过 适当 的 修改 点 的 分 布 以 及 边界 条 件 , 变 分 法 也 可 以 用 来 计算 
非 线性 动力 系统 中 连接 同一 个 不 动 点 的 同 宿 轨道 以 及 不 同 不 动 点 间 的 异 宿 
轨道 。 
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本 章 将 系统 研究 Kuramoto-Sivashinsky 方程 (KS 方程 ) 的 周期 轨道 。 为 
了 克服 在 此 混沌 系统 中 建立 一 维 符号 动力 学 的 困难 ,两 条 周期 轨道 被 当成 组 
成 单元 用 来 初始 化 圈 猜 想 ,我 们 用 变 分 法 数值 计算 了 参数 "一 0. 02991 时 的 所 
有 短 周期 轨道 。 在 相 空 间 中 基于 轨道 的 拓扑 建立 一 维 符号 动力 学 来 分 类 KS 
方程 的 周期 轨道 ,这 种 方式 是 很 成 功 的 ,当前 的 方法 也 可 以 用 于 其 他 混沌 系 
统 周期 轨道 的 计算 与 分 类 。 


41 背景 介绍 


近 些 年 来 随 着 科技 的 发 展 动力 系统 受到 了 广泛 关注 ,在 数学 .物理 以 及 
工程 上 有 着 越 来 越 多 的 应 用 5 。 对 于 非 线 性 物理 系统 来 说 ,周期 轨道 由 于 拓 
扑 不 变性 等 性 质 ,在 分 析 动 力 系统 时 起 着 重要 的 作用 。 此 外 ,震荡 的 产生 与 
变化 也 同 周期 轨道 密切 相关 ,因此 捕获 混沌 系统 的 周期 轨道 可 以 帮助 我 们 有 
效 分 析 系 统 的 动力 学 性 质 。 人 们 针对 KS 方程 做 了 大 量 的 研究 工作 W's 中 。 文 
献 [87]J 研 究 了 鞍点 在 高 维 动力 系统 的 混沌 暂 态 中 所 起 的 作用 ,作者 把 类 似 的 
方法 用 到 了 KS 方程 上 。 尼 克 尔 分 析 了 KS 方程 的 行 波 解 , 它 可 以 通过 魏 尔 
斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 函 数 的 形式 来 表达 "I 。 在 文献 [89] 里 ,作者 研究 了 一 
HE KS 方程 的 初始 边界 值 问题 , 证 明了 KS 方程 全 局 解 的 存在 性 。 

近来 人 们 利用 计算 机 研究 了 KS 方程 周期 轨道 的 数值 解 以 及 存在 性 。 在 
对 称 约 化 的 态 空间 里 ,文献 L90] 研 究 了 KS 方程 相对 周期 轨道 的 不 稳定 流 形 ， 
他 们 提出 了 一 种 新 的 方法 用 来 约 化 方程 的 O(2) 对 称 性 。 文 献 [91] 讨 论 了 KS 
方程 不 变 环 的 存在 性 以 及 稳定 周期 解 的 渐 近 行为 ,提出 利用 分 岔 理 论 进 行 研 
究 。 一 个 最 新 的 工作 关注 于 周期 条 件 下 一 维 KS 方程 的 动态 转变 [9 。 在 文 
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献 [93] 里 ,作者 通过 对 覆盖 在 吸引 子 上 的 不 稳定 周期 轨道 进行 分 类 , 重 构 了 
KS 方程 的 混沌 鞍点 。 文 献 [L94] 和 文献 [95j] 系 统 地 研究 了 KS 方程 稳 态 解 的 
周期 轨道 ,我 们 将 在 第 5 章 进行 讨论 。 

本 章 内 容 安排 如 下 : 4.2 节 介 绍 KS 方程 及 其 动力 学 性 质 , 它 可 以 用 无 穷 
阶 耦 合 的 常 微分 方程 来 表示 ;4. 3 节 讨 论 如 何 建立 符号 动力 学 来 系统 分 类 KS 
方程 的 周期 轨道 ,这 在 组 织 态 空间 动力 学 的 全 局 拓扑 上 起 着 至 关 重 要 的 作 
用 ;4.4 节 里 我 们 对 本 章 内 容 做 一 小 结 。 


4.2 Kuramoto-Sivashinsky 方程 简介 


KS 方程 最 初 是 20 世纪 70 年 代 由 Kuramoto 和 Tsuzuki 在 进行 角 相 位 
汕 流 模拟 以 及 热 扩散 不 稳定 性 的 研究 时 提出 来 的 9 ,Sivashinsky 研究 火焰 
在 喷射 发 动机 燃烧 腔 中 的 传播 时 也 独立 提出 了 这 一 方程 5] 。KS 方程 是 描述 
空间 延展 系统 振动 函数 缓慢 变化 的 内 台 相 位 方程 。 该 方程 也 可 以 用 来 描述 
其 他 的 物理 过 程 , 例 如 ,流体 在 斜面 上 的 波 前 运动 5 、 等 离子 体 中 不 稳定 的 
TUBE Uc o9 、 两 个 并 发 黏 滞 流 体 间 的 界面 不 稳定 性 5 等 。 方 程 的 形式 是 : 

u, = (u?), — Ug — VU rerz (4-1) 

下 角 标 x 和 4 分别 表 示 对 ac Ac 的 偏 微分 。 这 里 时 间 /三 0, 空 间 坐 标 c € [0,27], 
v 是 一 个 四 阶 黏 滞 阻尼 参数 ,用 来 控制 系统 的 耗 散 率 。 我 们 看 到 方程 的 右边 
有 三 项 : 第 一 项 是 非 线 性 的 对 流 项 , 它 引 起 了 不 同 大 小 的 传 里 叶 模 之 间 的 相 
互 作用 ,一 般 来 说 使 得 能 量 从 低 波 数 的 模 传输 到 了 高 波 数 的 模 上 ;第 二 项 是 
反 耗 散 项 ,为 系统 提供 能 量 使 之 处 于 不 稳定 ;最 后 一 项 是 能 量 耗 散 项 ,使 系统 
处 于 稳定 。 

我 们 之 所 以 要 研究 这 个 偏 微分 方程 ,是 因为 一 维 KS 方程 是 一 个 可 以 展 
示 时 空 混沌 特性 的 最 简单 的 偏 微分 方程 。 此 体系 中 ,能 量 由 较 大 尺度 输入 ， 
通过 非 线性 耦合 ,传输 到 小 尺度 耗 散 掉 。 所 以 KS 方程 在 不 同 参数 下 表现 出 
复杂 程度 各 异 的 不 同 动力 学 斑 图 ,是 研究 斑 图 形成 和 时 空 混沌 的 重要 模型 。 
戈 伦 等 最 初 通过 截断 KS 方程 的 两 个 不 稳定 的 模 来 研究 它 的 不 稳定 周期 
fe) ,后 面 我 们 会 看 到 ,甚至 在 混沌 区 ,可 以 通过 有 限 个 常 微 分 方程 来 近似 
估计 它 的 渐 近 动力 学 行为 。 
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我 们 假定 函数 u Ge D —u Ge 2x40 Æ x € [0.2x) ÆA. HF 
样 的 周期 函数 ,标准 做 法 是 把 它 展 开 成 一 系列 离散 的 空间 傅 里 叶 模 : 


ulat) = X, & Wet (4-2) 
i 
因为 u(r OREN. 
by = bs (4-3) 


把 式 (4-2) 代 入 式 (4-1) ,左边 变 成 了 
A 
右边 的 三 项 分 别 变 成 
G^), = [( Se )( Saee 
u [(325 De (È h De ). 
= b,b t= 
(之 op j; 


= Mit + bb; e*t? 


hj 


5 S ike babin 


m=—0o k=—co 


k=—00 


一 ke = Rae 


[m 


— VU mere =— V > k'b CO e 


所 以 有 
2 br(Dew = 5 > ik CD dem +> kbi (1) ew > Rk‘ bi CO e 
(4-4) 
可 以 得 到 关于 传 里 叶 系 数 b 的 无 穷 阶 常 微分 方程 : 
b, = (k? —vk* yy + ik » biy (4-5) 


m=—co 


由 于 5, 二 0, 解 的 平均 值 是 运动 的 积分 。 我 们 假设 这 个 平均 值 是 0, 即 [sc 


D dr = 0, 系数 b 一 般 情况 下 是 时 间 的 复 函 数 , 我 们 假定 b 是 纯 虚 数 来 简化 
系统 方程 (4-5) , 令 bi 二 ia， Kha 是 实 的 。 式 (4-5) 变 为 


d, = (kK? — yk'Da, — k >) asd (4-6) 
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由 式 (4-3) 可 得 ia, =—ia_,- BI a,=—a_,. 


— uC— x,t)—— M (oe =— by ia, (e ™ 


k=—co k=- 


= MiaaQe* = J) iae" = u(x) 


p p 


这 意味 着 我 们 只 取 奇 数 解 的 子 空间 (et) — ula). HX (1-60 RT A 
得 到 
dv, Cr) 


9 2 4 V E 
Ay (a) = a Ja [C vk Jar —k > anaim] (4-7) 


m=- 


j= 时 ,等 式 右 边 的 第 一 项 得 以 保留 下 来 , 当 j 二 mr 或 j 二 k 一 m 时 ,第 二 项 
保留 。 我们 可 以 把 式 (4-7) 写 成 下 面 的 形式 . 


Ay (a) = (k? —vk*)dy — 2ka sj (4-8) 
u(t) =0 FY ar IE A . PAH HE AT EAR RE RITEK 
J (0) = ef #9, (4-9) 
我 们 有 
erm ua 0 
at) = a0) =] i PO Jaco (4-10) 
0 ev gno 


4 || <1/ HF, Ch? — v 0 20. A AY IC BH x E E T P A IA d PS EY AS E 
方向 ,这 些 不 动 点 的 长 波 模 是 线性 不 稳定 的 ,而 |A| > 1/ v B A UBER APER 
EM. H yl it u(r.) =0 是 整体 吸引 的 稳定 不 动 点 9 中 。 当 wv<1 时 ,系统 
开始 经 历 一 系列 的 分 贫 co5 。 我 们 选择 沙 足 够 小 ,这 时 的 动力 学 是 时 空 混沌 
的 ,但 是 又 不 能 取得 太 小 ,否则 为 了 保持 精度 就 需要 取 很 多 短波 长 的 模 。 


4.3 拓扑 的 方式 分 类 KS 方程 的 周期 轨道 


4.3.1 傅 里 叶 模 截断 


计算 机 进行 模拟 时 ,需要 对 无 穷 阶 的 常 微分 方程 式 (4-6) 进 行 截断 ,保留 
有 限 项 N, 当 A>N 时 ,auw=0。N 不 能 取得 太 小 否则 会 影响 精度 ,也 不 能 取得 
太 大 ,这 会 导致 计算 量 的 增加 。NN 值 每 增加 一 次 系统 就 发 生 了 一 次 小 的 扰 
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动 , 通 常会 使 系统 的 性 质 发 生 显著 变化 。 通 过 计算 发 现 , 只 有 当 N> 时 系统 
才 会 产生 混沌 行为 ,但 是 如 果 只 取 N= 截断 会 使 系统 变 得 和 完整 的 动力 系 
统 性 质 很 不 一 样 。 所 以 后 来 又 分 别 取 了 N=15.16 和 17 进行 计算 ,发 现 系 统 
在 这 几 处 截断 后 的 性 质 差 别 不 大 。 最 终 我 们 选择 取 N= 16 的 截断 ,此 时 的 精 
度 已 经 足够 好 了 。 

在 这 样 的 16 维 空间 中 ,动力 系统 的 轨道 是 很 难 想象 出 来 的 ,我 们 可 以 把 
轨道 投影 到 任意 的 一 个 三 维 子 空间 里 去 ,图 4. 1 展示 了 参数 "一 0. 02991 时 用 
四 阶 龙 格 - 库 塔 法 演化 式 (4-6) 得 到 的 吸引 子 图 像 ,从 图 4. 1 可 以 看 到 它 是 由 
无 数 条 周期 轨道 稠密 覆盖 的 。 为 了 分 析 这 样 的 高 维 动力 系统 通常 需要 选取 
一 个 合适 的 庞 加 莱 截 面 , 接 下 来 介绍 庞 加 莱 截 面 的 相关 数学 概念 。 


a -2 -0.5 a 
(b) 


图 4.1 KS 方程 投影 到 不 同 的 三 维 子 空间 的 吸引 子 图 像 
(a) (ai.a35,a4) 5 (b) {az,a3,a4}, N=16,v=0. 02991 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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4.3.2 EMR 


数学 上 ,在 维 相 空间 中 , 取 一 个 或 一 组 nn 一 1 维 的 超 平面 刀 , 称 为 庞 加 莱 
截面 。 轨 道 不 断 地 和 庞 加 莱 截 面相 交 , 相 交点 是 {zo ,za tX Meg 9 ,这 
定义 了 庞 加 莱 映 射 。 庞 加 莱 映 射 是 一 个 n 一 1 维 的 映射 

Xe = P(x) (4-11) 

其 中 xy xen € Po 庞 加 莱 截 面 的 选取 是 任意 的 ,要 定义 一 个 与 所 有 轨道 相交 

的 截面 是 很 困难 的 ,我 们 通常 关心 的 是 局 域 的 性 质 。 庞 加 莱 截 面 可 以 用 一 个 
函数 来 定义 : 

xE P， 如 果 UCxr) =0 (4-12) 

通常 要 求 轨道 是 穿 过 庞 加 莱 截 面 的 ,而 不 是 与 之 相 切 。 在 截面 上 ,x 旁边 的 
点 x 十 6x 满足 U(x 十 r) 二 0, 在 轨道 上 ,Gx 二 v8。 所 以 轨道 穿 过 截面 的 条 件 为 

(v»9U)= Sasso) #0, 


j=l 


: (4-13) 
a,U(x) = 7, UM, x€? 
ur i 
因此 , 庞 加 莱 映 射 可 以 写成 另 一 种 形式 
Xy — Pos UG) =U = 0s.. «EZ 
Po G9;UG) > 0 (4-14) 


gt 


若 Xara x SU] xc 是 庞 加 莱 映 射 的 不 动 点 ,也 就 是 原来 系统 周期 轨道 上 的 点 。 
从 图 4. 2 可 以 看 到 , 庞 加 莱 上 映射 很 好 地 将 微分 方程 系统 与 迭代 映射 联系 在 了 
一 起 ,而 周期 轨道 则 和 不 动 点 有 着 密切 的 联系 59 。 

图 4. 3 展示 了 庞 加 莱 映 射 的 分 岔 图 。 为 了 得 到 该 图 ,我们 随意 选择 初始 
点 ,迭代 一 段 时 间 使 之 落 到 吸引 子 上 ,然后 画 出 ao 坐标 和 截面 接 下 来 的 5000 
次 交点 。 对 于 不 同 的 阻尼 参数 ,, 重 复 上 面 的 过 程 即 可 。 从 图 4. 3 可 以 看 出 ， 
取 不 同 v 值 时 系统 的 动力 学 行为 很 不 一 样 ,如 奇怪 吸引 子 、 周 期 窗口 .稳定 极 
限 环 等 。 本 章 研究 阻尼 参数 二 0.02991, 此 时 系统 是 混沌 的 。 

对 于 KS 方程 ,观察 通过 图 4. 1, 我 们 选取 a =0 作为 庞 加 莱 截 面 。 我们 
以 初始 条 件 ai 王 0, 其 他 坐标 任意 ,演化 式 (4-6)。 当 w 下 一 次 变 成 0 的 时 候 ， 
坐标 ay ,… ,ax 被 映射 成 (Co oe a n) = Parse san) +P 29 WE IM SE ART s 


74。 
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ag 


图 4.2 一 条 轨道 x) "FEI SE ARTA TE t to sts ty 时 刻 相交 ， 
形成 一 条 拓扑 长 度 为 4 的 周期 轨道 Cr ,xs xs ix x x G4 
注意 到 轨道 经 过 = 处 时 ,由 于 流 的 方向 性 原因 ,并 没有 被 考虑 进去 中 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 


0.0297 0.0298 0.0299 0.03 0.0301 
y 


图 4.3 as 坐标 的 分 岔 图 ,16 个 傅 里 叶 模 截 断 。 我 们 选取 
v=0. 02991 进行 研究 ,此 时 系统 是 混沌 的 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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图 4.4 展 示 了 不 同 坐标 的 庞 加 莱 上 映射 图 ,可 以 看 到 as 和 ais 坐标 的 映射 都 是 
多 值 的 。 为 了 能 够 将 所 有 的 短 周期 轨道 找 齐 ,我 们 需要 建立 合适 的 符号 动 
力学 。 


0 
-0.05 上 NS / | 
a N / 
È -01 \ / ] 
€ N H 
-0.15 1 
x / 
NS 
uA 
-02 : : 
“02 -0.15 -0.1 -0.05 0 


—0.0115 
-0.0115 -0.011 —0.0105 -0.01 —0.0095 —0.009 


ay n) 
(b) 


图 4.4 庞 加 莱 截 面 回归 映射 图 。 可 以 看 到 as 和 ais 坐标 的 回归 映射 都 是 多 值 的 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
对 于 著名 的 洛 伦 效 方程 ,图 4.5 展示 了 它 的 吸引 子 的 二 维 投影 以 及 回归 
映射 图 ,从 图 4.5(b) 中 可 以 看 出 该 回归 映射 几乎 是 一 维 的 ,可 以 方便 地 建立 
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符号 动力 学 找 出 系统 所 有 短 的 不 稳定 周期 轨道 中。 但 是 从 图 4. 4 中 我 们 
看 到 ,KS 方程 的 回归 映射 并 不 是 单 峰 的 ,传统 的 建立 一 维 符号 动力 学 的 方法 
在 这 里 并 不 适用 。 
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图 4.5 洛 伦 兹 方程 的 吸引 子 和 回归 映射 图 

(a) 洛 伦 兹 方程 的 吸引 子 在 zz 平面 上 的 二 维 投影 ; 

(b) 庞 加 莱 截 面 z= 二 27 时 ,z 坐标 的 一 维 回归 映射 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 


第 4 章  Kuramoto-Sivashinsky 方程 的 周期 轨道 a ir 


4.3.3 ”KS 方程 周期 轨道 的 数值 计算 


本 节 具 体 讨 论 如 何 利用 变 分 法 找到 "一 0. 02991 时 KS 方程 所 有 的 短 周 
期 轨道 。 该 方法 在 此 系统 中 很 有 效 ,显然 可 以 用 于 KS 方程 其 他 参数 值 时 的 
情况 。 首 先 对 KS 方程 进行 长 时 间 的 数值 积分 ,以 此 看 出 轨道 在 态 空间 里 何 
处 比较 集中 。 我 们 找到 一 条 接近 闭合 的 轨道 ,通过 快速 siti aim 
表示 ,去 掉 高 频 模 , 逆 快 速 傅 里 叶 变换 到 态 空间 就 得 到 了 光滑 的 周期 轨道 
样 完成 了 初始 猜想 圈 的 建立 。 图 4. 6 展示 了 其 中 一 条 周期 轨道 。 iod 
进行 初始 猜想 , 变 分 法 把 猜想 圈 修 正成 了 系统 中 真实 的 周期 轨道 。 


-3 0.5 
1 
0 0 
过 = 


a -2 -05 a 


图 4.6 变 分 法 找到 的 KS 方程 的 周期 轨道 ,投影 到 三 维 空间 {a ,as sas } ev= 0, 02991 
图 中 蓝 线 是 初始 猜想 的 轨道 ,红线 是 系统 中 真实 的 周期 轨道 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 


经 过 一 些 尝试 后 我 们 发 现 了 一 些 短 周期 轨道 。 图 4.7(a) 和 (b) 展 示 了 两 
条 最 短 的 周期 轨道 ,它们 具有 简单 的 拓扑 结构 。 这 两 条 轨道 都 呈现 出 “8” 字 
形 ,我 们 用 符号 0 来 标记 图 4. 7(a) 的 轨道 , 它 在 as 方向 上 的 最 大 投影 小 于 
0.3, 周 期 为 T= 二 0.8976。 相 应 的 用 符号 1 标记 图 4.7(b) 的 轨道 , 它 在 a; 方向 
上 的 最 大 投影 接近 0.3, 具 有 最 短 的 周期 T=0. 8707。 这 两 条 周期 轨道 能 够 
被 用 作 组 成 单元 来 寻找 其 他 结构 复杂 的 周期 轨道 。 

寻找 旋转 了 多 圈 的 复杂 周期 轨道 需要 更 精确 的 初始 猜想 。 我 们 利用 
图 4.7(a) 和 (b) 展 示 的 两 条 最 短 周期 轨道 建立 符号 动力 学 ,通过 对 计算 出 的 
短 周 期 轨道 进行 剪 切 以 及 粘贴 来 初始 化 长 轨道 ,这 种 方法 对 KS 方程 非常 适 
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用 ,可 以 为 我 们 系统 地 构建 长 轨道 的 初始 猜想 。 即 使 手动 连接 轨道 片段 使 之 
闭合 , 变 分 法 也 通常 收敛 。 


0.3 


02r 


0.1r 


-l -0.5 0 0.5 1 


(a) 


=l —0.5 0 0.5 1 


(b) 


图 4.7 KS 方程 四 条 周期 轨道 的 {a «a2 1 BER y= 0. 02991. 16 个 传 里 叶 模 截断 
(a) 0 轨道 ; (b) 1 轨道 ; (c) 01 轨道 ; (d) 001 轨道 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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0.4 


03r 


-l -0.5 0 0.5 


(c) 


a 
© 


-l -0.5 0 0.5 


图 4.7 (8%) 


图 4.7(c) 展示 了 拓扑 长 度 为 2 的 01 轨道 , 它 是 由 两 条 基本 的 周期 轨道 
构成 的 。 图 4.7(d) 展 示 了 拓扑 长 度 为 3 的 001 轨道 , 它 是 由 两 条 0 轨道 和 一 
条 1 轨道 组 成 的 。 在 符号 动力 学 的 帮助 下 ,成 功 计算 了 KS Zr fé v—0. 02991 
时 一 定 拓扑 长 度 以 内 的 所 有 不 稳定 周期 轨道 。 我 们 首先 基于 符号 动力 学 构 
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建 初始 猜想 圈 , 利 用 变 分 法 使 之 朝 着 真实 的 周期 轨道 演变 ,以 此 来 确定 这 条 
周期 轨道 是 否 存在 。 

图 4.8(a) 展 示 了 拓扑 长 度 为 7 的 一 条 复杂 长 周期 轨道 , 它 的 符号 序列 为 
0110101, 图 4. 8(b) 展 示 了 符号 序列 为 0010110111 的 拓扑 长 度 为 10 的 轨道 。 
注意 到 一 些 符 号 动力 学 允许 的 轨道 并 不 存在 。 例 如 ,我 们 没有 找到 0001、 


0.4 


03r 


图 4.8 KS 方程 的 两 条 长 周期 轨道 
(a) 拓扑 长 度 为 7 的 0110101 轨道 ; 
b) 一 条 拓扑 长 度 为 10 的 周期 轨道 投影 到 {ai ,as ,as} 子 空间 ,* 一 0. 02991 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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00011,000001 和 0000011 等 轨道 。 总 共有 69 条 周期 轨道 被 修 枝 掉 了 ,我 们 
找到 了 58 条 拓扑 长 度 9 以 内 的 周期 轨道 , 表 4.1 列 出 了 它们 对 应 的 符号 序 
列 .拓扑 长 度 和 周期 。 尽 管 对 于 更 长 的 轨道 来 说 ,我 们 不 清楚 它们 的 修 枝 规 
则 ,但 是 对 于 短 周期 轨道 来 说 ,分 类 方法 是 很 成 功 的 。 这 也 暗示 了 今后 很 有 
可 能 在 空间 延展 非 线性 系统 中 ,详尽 地 构建 出 分 层 有 序 的 时 空间 期 不 稳定 解 。 


表 4.1 KS 方程 拓扑 长 度 9 以 内 的 周期 轨道 ,v 一 0. 02991.16 个 侍 里 叶 模 截断 


拓扑 长 度 符号 序列 周期 
0 0. 89765344 
: D: 0. 87072947 
2 01 1. 75181070 
001 2. 63995411 
: 011 2. 63254458 
4 0111 3. 49762278 
00101 4. 39397312 
00111 4. 39197668 
, 01101 4. 38010357 
01111 4. 37089526 
001101 5. 27095986 
001011 5. 27512998 
6 001111 5. 26808513 
011101 5. 24842832 
011111 5. 24032208 
0010101 6. 14520196 
0011101 6. 13898423 
0010111 6. 14189084 
0011111 6. 13609767 
* 0110101 6. 13283020 
0111101 6. 12044474 
0111011 6. 12892970 
0111111 6. 11168739 
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续 表 
拓扑 长 度 符号 序列 周期 
00101001 7.03316051 
00111001 7.02946224 
00110101 7.02564935 
00101101 7.02028553 
00111101 7. 01115131 
00101011 7.02962295 
00111011 7. 02729317 
8 00110111 7. 02471917 
00101111 7. 01479658 
00111111 7.00815696 
01110101 7. 00051381 
01101101 7.01180551 
01111101 6. 99056136 
01111011 7. 00306326 
01111111 6. 98209869 
001011001 7. 91461519 
001010101 7. 89716390 
001110101 7. 89199130 
001101101 7. 90275461 
001011101 7. 88904617 
001111101 7. 88119090 
001011011 7. 90820583 
9 001010111 7. 89424672 
001110111 7. 88993414 
001101111 7. 90104373 
001011111 7. 88452902 
001111111 7.87822299 
011010101 7. 88438919 
011110101 7. 87281425 
011101101 7. 87906865 
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B 
拓扑 长 度 符号 序列 周期 
011011101 7. 87866722 
011111101 7. 86160121 
9 011111011 7. 87211929 
011110111 7. 86825239 
011111111 7. 85298549 


ik. 表 中 列 出 了 周期 轨道 对 应 的 拓扑 长 度 、 符 号 序列 和 周期 。 


4.4 小 结 与 讨论 


本 章 讨论 了 一 维 KS 方程 的 动力 学 性 质 以 及 它 的 周期 轨道 。 我 们 应 用 变 
分 法 ,借助 于 一 维 符号 动力 学 ,通过 结合 两 条 基本 的 组 成 单元 来 构建 不 同 的 
长 轨道 初始 猜想 ,成 功 找到 了 系统 一 定 拓 扑 长 度 以 内 的 所 有 不 稳定 周期 轨 
道 。 创 新 点 是 一 维 符号 动力 学 的 建立 方式 ,今后 在 研究 混沌 系统 时 可 以 按 拓 
扑 的 方式 来 分 类 周期 解 。 

仍然 有 一 些 问题 需要 进一步 的 研究 ,例如 ,为 了 有 效 的 获取 动力 学 性 质 ， 
应 该 也 考虑 分 析 连 接轨 道 等 其 他 的 不 变 集合 。 应 用 周期 轨道 理论 计算 动力 
学 平均 时 ,需要 对 轨道 展开 ,利用 短 周期 轨道 来 获取 吸引 子 的 主要 性 质 , 这 要 
求 我 们 不 能 错失 任何 短 的 周期 轨道 ,而 忽略 掉 长 的 周期 轨道 则 对 计算 精度 影 
响 不 大 。 寻 找 短 轨道 相对 来 说 要 容易 一 些 , 本 章 已 经 计算 出 了 KS 方程 所 有 
的 短 周 期 轨道 。 在 此 基础 上 ,我 们 对 KS 方程 吸引 子 的 性 质 有 了 进一步 的 理 
解 , 进 而 可 以 利用 这 些 短 周 期 轨道 来 计算 平均 值 。 
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第 3 章 详细 介绍 了 寻找 高 维 复杂 系统 中 不 稳定 周期 轨道 的 强 有 力 数值 方 
法 : 变 分 法 。 本 章 将 应 用 变 分 法 ,以 动力 系统 的 观点 系统 地 分 类 静态 KS 方 
程 的 不 稳定 周期 轨道 。 我 们 找 出 了 工 二 43. 5 时 KS 方程 重要 的 不 动 点 ,这 
不 动 点 对 动力 系统 起 到 了 组 织 作用 。 对 静态 KS 方程 进 上 # 行 首次 积分 推导 出 了 
一 个 具有 积分 常数 c 的 三 维 动力 系统 , 当 取 固定 的 积分 常数 c==0.40194 时 ， 
我 们 以 静态 KS 方程 四 条 最 简单 的 周期 轨道 作为 组 成 单元 ,在 此 基础 上 构建 
寻找 更 长 周期 轨道 的 初始 化 条 件 。 et ser 
方式 对 于 分 类 所 有 的 短 周 期 轨道 显得 非常 有 效 。 我 们 也 适当 选取 了 一 个 庞 
NEMEN AE ww ve we 
系统 的 复杂 性 。 我 们 研究 了 四 条 基本 轨道 的 分 岔 情况 ,为 在 一 定 周期 范围 内 
寻找 轨道 提供 了 追溯 的 途径 。 


5.1 d 


p 


t jr A 


3] 71 ABE Fl EL T AA EEO 。 当 研究 长 时 间 的 非 线性 动 
力 系 统 行为 时 ,由 于 混沌 运动 和 初始 条 件 紧密 相关 , 想 要 精确 预言 出 物理 量 
的 值 是 行 不 通 的 ,原则 上 我 们 只 能 算出 物理 量 的 平均 值 。 大 多 数 的 方法 都 不 
能 给 出 准确 的 结果 ,正如 第 2 章 里 介绍 的 那样 ,轨道 展开 成 了 计算 动力 系统 物 
理 量 平均 值 的 一 种 很 有 效 的 方法 。 该 理论 通过 把 找到 的 一 定 拓扑 长 度 以 内 
的 所 有 周期 轨道 有 序 排列 ,进而 计算 出 混沌 系统 的 长 期 平均 值 。 如 果 系 统 是 
均匀 双 曲 的 ,只 计算 短 的 周期 轨道 忽略 长 的 周期 轨道 也 可 以 得 到 很 好 的 精 
度 , 轨 道 展开 随 着 周期 轨道 长 度 的 增加 快速 收敛 。 所 以 短 的 周期 轨道 在 计算 
动力 学 平均 时 起 着 非常 重要 的 作用 。 此 外 , 非 线性 系统 的 奇怪 吸引 子 是 由 无 
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穷 多 条 不 稳定 周期 轨道 稠密 覆盖 的 , 它 可 以 通过 一 定 拓扑 长 度 以 内 的 周期 轨 
道 很 好 地 表现 出 来 。 由 于 周期 轨道 是 相 空 间 中 除了 不 动 点 之 外 最 简单 的 非 
平庸 紧 不 变 集 , 对 于 大 多 数 非 线性 系统 来 讲 ,例如 流体 的 汕 流 运动 , 它 是 包含 
有 复杂 动力 学 的 高 维 空间 延展 系统 , 找 出 这 些 不 稳定 的 周期 轨道 并 加 以 研究 
就 显得 尤为 重要 。 

周期 轨道 理论 能 够 被 应 用 到 时 空 混沌 系统 的 研究 中 去 c] 。 在 具有 周期 
性 边界 条 件 的 KS 方程 反对 称 的 子 空间 里 ,借助 于 多 点 打靶 法 在 混沌 的 开端 
处 以 及 周期 窗口 处 可 以 找 出 100 多 条 不 稳定 的 周期 轨道 。 对 于 所 选取 的 参数 
值 ,16 个 傅 里 叶 模 截 断 就 给 出 了 很 精确 的 结果 。 该 工作 通过 构建 一 个 内 在 的 
低 维 曲线 坐标 ,把 一 个 无 穷 维 的 流 约 化 成 了 近似 的 一 维 映射 ,使 得 我 们 可 以 
基于 经 验 建 立 起 符号 动力 学 ,系统 地 分 类 所 有 的 短 周期 轨道 。 

Vc AR i ELE 1998 年 研究 了 具有 固定 边界 条 件 的 一 个 更 高 维 的 系统 D29 。 
他 们 选取 了 120000 个 随意 的 初始 点 ,用 阻尼 牛顿 法 来 寻找 ,最 终 发 现 了 100 
多 条 不 稳定 的 周期 轨道 ,但 是 像 这 样 盲目 地 寻找 并 不 能 保证 所 有 的 短 周 期 轨 
道 都 可 以 找 齐 。 算 出 的 周期 轨道 都 在 渐 近 吸引 子 上 ,这 显示 了 研究 延展 系统 
时 所 面临 的 困难 。 文 献 [111] 里 介绍 了 KS 方程 在 反对 称 子 空间 里 的 工作 ,该 
工作 在 动力 系统 重要 的 不 动 点 处 建立 了 不 稳定 的 流 形 , 并 且 在 这 些 流 形 上 定 
义 了 内 在 的 曲线 坐标 ,从 而 系统 地 研究 了 复 现 斑 图 。 文献 [112] 介 绍 了 具有 
周期 性 边界 条 件 的 完整 KS 方程 详细 的 相 空 间 结构 ,在 他 们 的 工作 里 ,不 动 点 
和 周期 轨道 继续 起 着 重要 的 作用 。 

KS 方程 是 研究 时 空 混沌 的 一 个 范例 ,不 仅 因为 此 方程 的 斑 图 中 富有 大 
量 的 信息 ,此 外 该 方程 也 与 描述 黏 性 流体 流动 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 在 形式 上 
类 似 。 流 体 动力 学 的 研究 表明 , 湛 流 是 在 不 稳定 的 解 附 近 组 织 起 来 的 ,这 些 
不 稳定 的 解 包 含 稳 态 .旅行 波 以 及 主 方程 的 周期 轨道 3 。 它 们 提供 了 无 序 
动力 学 的 组 成 单元 ,也 很 有 希望 被 用 于 灌流 运动 的 基本 组 成 单元 。 在 大 的 空 
间 尺 度 极限 条 件 下 ,KS 方程 展示 了 有 趣 的 时 空 混沌 动力 学 。 不 过 令 人 遗憾 
的 是 ,大 多 数 的 工作 都 把 KS 方程 局 限 在 一 维 情况 下 进行 研究 , 解 的 清流 特征 
因此 相当 有 局 限 性 。 随 着 系统 尺度 的 增加 ， OO 
握 ,于 是 就 增 大 了 研究 的 难度 。 文 献 [114] 研 究 了 一 个 二 维 淇 流 柯 尔 莫 哥 洛 
夫 流 中 的 周期 轨道 ,作者 用 周期 轨道 ua dg eck E a 
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献 L[115] 里 作者 研究 了 平面 库 埃 特 流 中 的 周期 轨道 ,他 们 建立 了 轨道 的 双 值 
符号 动力 学 并 且 作 了 分 岔 分析。 后 面 有 关 静 态 KS 方程 周期 轨道 的 研究 表 
明 ,不 动 点 起 到 了 粗糙 的 组 织 作用 。 

静态 KS 方程 在 时 空 动力 学 的 研究 中 起 着 特殊 的 作用 ,该 领域 经 历 了 相 
当 长 一 段 时 间 的 研究 "3 。 在 一 定 的 参数 范围 内 , 稳 态 解 可 以 直接 用 于 解 
释 完 整 的 KS 方程 观察 到 的 动力 学 ,例如 ,n 细胞 态 在 离散 的 窗口 ,甚至 取 任 
意 大 的 系统 尺度 下 是 稳定 的 9 。 然 而 当 积分 常数 c 一 oo 时 (c 在 式 (5-8) 里 定 
X) , 式 (5-9) 中 连接 两 个 不 动 点 的 反对 称 的 异 宿 轨道 是 唯一 的 有 界 且 非 常数 
解 09 。 当 < 取 足 够 大 时 ,这 条 异 宿 轨道 仍然 是 唯一 的 有 界 解 P21 。e 值 降 到 
0.07 时 仍然 可 以 在 数值 上 观察 到 这 条 轨道 e2 ,并 且 在 cnl 的 情况 下 ,可 以 
通过 范式 解析 地 计算 出 来 中 。c 值 逐 渐 减 小 时 ,通过 鞍 结 分 岔 产生 出 了 新 的 
连接 轨道 ,直到 出 现 了 连接 轨道 取 极限 时 变 为 周期 轨道 为 止 。 在 一 定 的 参数 
[X f] ,对 空间 傅 里 叶 模 的 分 贫 分 析 可 以 给 出 静态 KS 方程 周期 轨道 的 有 趣 
PIEN, 

前 面 提 到 的 所 有 工作 都 没有 提供 一 种 系统 的 方法 来 分 类 和 研究 一 般 系 
统 尺度 或 者 固定 c 值 时 的 静态 KS 方程 不 稳定 周期 轨道 。 稳 态 方程 的 紧 不 变 
集 是 一 个 排斥 子 , 大 多 数 的 轨道 都 逃逸 得 很 快 ,通常 的 数值 方法 来 寻找 系统 
的 不 稳定 周期 轨道 是 行 不 通 的 ,甚至 在 合理 猜 出 了 轨道 的 情况 下 算法 也 会 失 
败 。 即 便 发 现 了 一 些 轨道 ,我 们 也 不 知道 它们 到 底 存在 多 少 条 以 及 彼此 间 是 
如 何 相关 联 的 。 本 章 用 变 分 法 计算 静态 KS 方程 的 不 稳定 周期 轨道 ,根据 相 
空间 轨道 的 拓扑 结构 建立 符号 动力 学 ,进而 对 所 有 找到 的 不 稳定 周期 轨道 进 
行 分 类 。 我 们 也 提出 了 一 条 经 验 的 修 枝 规则 ,用 来 验证 轨道 的 存在 性 。 最 后 
通过 不 断 地 改变 参数 ,我 们 来 研究 这 些 基本 轨道 的 分 岔 情况 。 

拓扑 的 方法 在 非 线性 动力 系统 的 研究 中 应 用 很 广泛 。 符 号 动力 学 也 被 
广泛 研究 , 它 通常 能 够 被 应 用 到 一 维 映射 中 去 ,但 是 在 二 维 或 者 更 高 维 数 的 
映射 中 建立 就 较为 困难 了 。 尽 管 早期 研究 受 限 三 体 问题 时 已 经 利用 了 轨道 
的 拓扑 性 质 进 行 分 类 22 ,但 是 直到 最 近 符 号 动力 学 和 拓扑 性 的 结合 才 逐 渐 
引起 了 更 多 的 关注 ,在 研究 三 维 流 时 使 用 了 复杂 的 数学 工具 如 纽 结 理论 。 本 
章 根 据 静 态 KS 方程 周期 轨道 绕 着 两 个 不 动 点 的 圈 数 来 建立 符号 动力 学 ,这 
提供 了 一 种 分 类 轨道 的 新 方法 。 
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本 章 各 节 的 内 容 安排 如 下 : 在 5.2 节 ,首先 简要 回顾 一 下 KS 方程 的 基本 
性 质 以 及 计算 周期 轨道 的 变 分 法 ,随后 研究 工 二 43. 5 时 KS 方程 的 稳 态 解 ,这 
在 对 此 非 线性 偏 微分 方程 进行 数值 计算 时 会 经 常用 到 ;接着 在 5. 3 节 我 们 以 
动力 系统 的 方式 ,系统 地 研究 固定 积分 常数 取 c 二 0. 40194 时 的 静态 KS 方程 
不 稳定 周期 轨道 ;5. 4 节 我 们 将 研究 该 系统 一 些 基 本 轨道 的 分 岔 情况 ;最 后 在 
5.5 节 , 我 们 将 对 本 章 作 一 小 结 并 讨论 一 些 开 放 式 的 问题 。 


5.2 JFR L=43.5 时 KS 方程 的 重要 不 动 点 


回顾 一 下 前 面 介绍 的 KS 方程 ,该 方程 能 够 在 动力 系统 理论 的 框架 下 进 
行 研究 ,表现 出 了 丰富 的 动力 学 行为 。 它 可 以 描述 多 种 物理 现象 ,用 途 极 广 。 
一 维 KS 方程 的 形式 是 
U, = (i). — us — uses (5-1) 
场 的 强度 ue DERBE ae 以 及 时 间 变 量 1 的 函数 。v 是 一 个 阻尼 参数 , 它 控 
制 系统 的 耗 散 率 。 我 们 研究 具有 周期 性 边界 条 件 的 KS 方程 ,系统 的 尺度 用 工 
来 表征 ,把 它 当 成 是 新 参量 。 式 (5-1) 可 以 用 一 系列 的 空间 傅 里 叶 模 展开 
uCr4) =i PETS (5-2) 


[m 


这 里 9 二 2x/ 攻 ,是 基本 的 波 数 。KS 方程 从 而 被 转化 为 关于 复 传 里 叶 系数 的 无 
穷 阶 耦 合 的 常 微 分 方程 


d, = [Gq)* — v Ga)! Jax — kq >) an sm (5-3) 


点 号 代表 变量 对 时 间 求 导 。 注 意 到 d, 二 0, 因 此 ay 是 一 个 守恒 量 ,可 取 ww 一 0。 
对 于 大 波 数 的 模 来 讲 , 耗 散 项 起 主导 作用 。 我 们 可 以 把 无 穷 阶 的 方程 (5-3) 截 
断 成 有 限 个 数 的 方程 , 即 当 |k| 二 N 时 , 取 a 二 0, 有 时 也 称 这 个 截断 为 伽 辽 金 
(Galerkin) 投 影 。 当 工 足够 小 时 ,所 有 的 传 里 叶 模 变 得 线性 稳定 ,所 以 原点 是 
一 个 局 域 的 吸引 子 。 PREM L<, u(t) 二 0 也 是 全 局 吸引 子 。 随 
着 系统 尺度 L 的 增加 ,系统 变 得 越 来 越 不 稳定 和 汕 流 ,可 以 数值 观察 到 存在 
混沌 运动 。 当 工 变 得 足够 大 时 ,大 多 数 初始 条 件 的 点 会 在 态 空 间 的 固定 区 域 
内 盘旋 。 图 5. 1 展示 了 工 一 38.5 fl L—41.5 时 KS 方程 两 个 不 同 傅 里 叶 模 的 
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投影 图 ,可 以 看 到 系统 在 这 两 个 尺度 下 的 轨道 运动 已 经 呈现 出 了 混沌 状态 。 
文献 [104J 研 究 了 KS 方程 在 L 二 38.5 时 反对 称 子 空间 里 的 一 些 性 质 ,可 以 在 
a, E0. 15 处 把 态 空间 分 成 三 个 区 域 分 别 加 以 研究 。 
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图 5.1 KS 方程 吸引 子 的 二 维 投影 图 
(a), (b) L=38. 5; CO (d) L=41.5 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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图 5.1 (D 


图 5.2(a)、(b)、(c) 展 示 了 当 工 ==43.5 时 ,在 实 空间 以 及 传 里 叶 模 空间 中 
KS 方程 的 轨道 随时 间 的 演化 情况 。 从 图 5. 2(a) 中 可 以 看 到 u(x,t) 的 空间 波 
形 各 个 峰 星 “Z 字形 ”运动 。 在 该 尺度 下 来 看 ,典型 的 结构 特征 表明 系统 运动 
看 起 来 已 经 很 混沌 了 。 图 5.2(b) 和 (c) 可 以 很 清楚 地 表明 ,前 几 个 傅 里 叶 模 
的 大 小 几乎 在 同样 的 数量 级 上 ,这 暗示 了 轨道 具有 复杂 的 空间 结构 。 在 这 样 
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的 一 个 高 维 态 空间 里 如 何 分 析 动 力学 性 质 以 及 时 空 非 平庸 轨道 的 结构 ,仍然 
是 一 个 开放 式 的 问题 。 第 一 步 来 说 ,这 里 我 们 系统 地 寻找 KS 方程 的 稳 态 解 ， 
它 在 某 种 程度 上 起 了 组 织 作 用 并 且 定 义 了 相 空 间 中 混沌 运动 的 位 置 。 在 周 
期 性 边界 条 件 下 , 稳 态 解 也 就 是 稳 态 方程 的 周期 轨道 。 
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图 5.2 L=43.5,»=1 时 混沌 轨道 的 长 时 间 演 化 图 ,32 个 传 里 叶 模 截断 
Ca) x(zyb 在 (t,z) 平 面 上 的 空间 一 时 间 表 示 ,不 同 的 颜色 代表 着 u(x,t) 不 同 的 大 小 ; 
(b) (oz ,as ) 傅 里 叶 模 的 实 部 投影 ;(c) Cai ,as EE 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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图 5.2 (BE) 


第 3 章 介绍 了 几 种 用 来 寻找 周期 轨道 的 数值 方法 。 在 运行 寻找 程序 之 
前 ,对 动力 系统 有 着 比较 清楚 的 了 解 可 以 帮助 我 们 更 好 地 猜 到 初始 点 的 位 
置 ,从 而 避免 盲目 寻找 。 对 于 大 尺度 的 KS 方程 而 言 , 因 为 相 空间 中 轨道 的 结 
构 很 复杂 ,实践 表明 多 数 的 数值 方法 都 会 失败 。 为 了 研究 消 流 区 的 动力 学 ， 
我 们 采用 变 分 法 来 寻找 不 稳定 的 周期 轨道 ,通过 利用 一 个 虚拟 的 时 间 演 化 方 
程 ,把 初始 猜想 圈 演变 到 一 个 真正 的 周期 轨道 上 去 : 
DES ES v 
这 里 v 是 流 矢量 , 它 定 义 了 动力 系统 x 二 v(x)。 圈 的 微分 5 二 dX/ds 是 一 个 
矢量 , 它 和 由 s€50,2xj] 参 数 化 了 的 初始 猜想 圈 相 切 。4 二 4(7) 是 一 个 用 来 控 
制 轨道 周期 的 参数 。r 是 虚拟 的 演化 时 间 , 它 控制 迭代 次 数 ,A 二 9v/9x 是 速 
度 场 的 梯度 矩阵 。 变 分 法 利用 了 一 个 减 小 的 成 本 函数 


-f (si) (5-5) 
使 得 圈 和 周期 轨道 之 间 的 差别 以 指数 速度 减 小 。 变 分 法 和 其 他 方法 相 比 优 


势 是 : 由 于 用 整个 圈 作 初始 猜想 ,数值 上 会 更 加 稳定 ,从 而 避免 了 在 高 维 相 空 
间 里 选取 多 个 庞 加 莱 截 面 , 这 通常 是 很 难 找到 的 。 


Àv— 9 (5-4) 
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相应 地 ,如 果 矢量 场 方程 里 含有 参数 <, 我 们 也 可 以 找到 给 定 周期 对 应 
着 不 同 参数 。 的 所 有 不 稳定 周期 轨道 。 圈 和 参数 的 演化 方程 是 式 (5-4) 的 
变形 


| 6-6) 
其 中 wv 是 和 参数 c MANY KG FBC A 起 到 固定 周期 的 作用 , 式 (5-6) 也 有 
一 个 指数 减 小 的 成 本 函数 。 在 计算 周期 轨道 的 同时 ,未 知 的 参数 c 也 能 够 
得 到 。 
数值 计算 时 ,为 了 解 式 (5-4) 或 式 (5-6), 我 们 采用 有 限 差分 方法 来 离散 
化 , 圈 的 微分 可 以 用 五 点 近似 法 来 近似 。 相 应 的 含有 边界 项 的 带 状 对 角 和 矩阵 
可 以 通过 带 状 LU 分 解法 求 出 逆 来 ,我 们 用 伍德 伯 里 (Woodbury) 公 式 来 处 理 
边界 项 。 
有 许多 种 初始 化 圈 的 方法 。 例 如 ,为 了 得 到 KS 方程 的 周期 轨道 ,我们 首 
先 对 动力 系统 进行 长 时 间 的 数值 积分 。 这 可 以 让 我 们 对 态 空 间 里 轨道 密集 
的 区 域 有 一 定 的 了 解 , 进 而 从 中 摘 取出 接近 周期 的 轨道 。 我 们 选择 那些 接近 
闭合 的 轨道 片段 ,通过 快速 傅 里 叶 变 换 使 之 平滑 , 变 成 波 数 表示 ,然后 去 掉 高 
频 部 分 , 作 逆 快速 傅 里 叶 变 换 到 态 空间 就 得 到 了 一 个 闭合 的 初始 化 圈 。 另 外 
一 种 初始 化 的 方法 是 利用 已 知 轨 道 的 绝热 形变 。 当 参数 值 有 小 的 改变 时 大 
多 数 短 的 不 稳定 周期 轨道 变化 很 小 ,所 以 在 某 一 参数 下 存在 的 一 个 周期 轨 
道 ,可 以 被 选 作 附近 的 新 参数 值 的 初始 猜想 圈 。 我 们 后 面 会 提 到 男 外 一 种 寻 
找 不 稳定 周期 轨道 的 初始 化 方法 ,计算 静态 KS 方程 的 周期 轨道 时 用 该 方法 
来 初始 化 。 
不 动 点 ( 稳 态 解 ) 是 相 空间 里 最 简单 的 不 变 集 , 它 们 的 分 布 以 及 这 些 不 动 
点 之 间 的 连接 就 构成 了 相 空间 轨道 分 布 的 一 个 粗糙 的 几何 图 像 。 在 KS 方程 
里 ,从 u—0 的 平庸 态 到 混沌 发 生 的 开端 ,期 间 系统 经 历 了 一 系列 的 分 岔 过程 。 
在 此 过 程 中 ,不 动 点 扮演 了 非常 重要 的 作用 , 它 建立 起 了 时 空 混 沌 组 成 单元 
的 尺度 。KS 方程 的 稳 态 解 ( 即 静态 KS 方程 ) 满足 : 
Gi). — Use — usas = 0 (5-7) 
对 上 式 作 一 次 积分 得 到 


U? — U, — Vum = C (5-8) 
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其 中 c 是 积分 常数 , 它 的 取 值 决定 了 方程 (5-8) 解 的 性 质 。 在 接 下 来 的 计算 
中 ,为 了 不 失 一 般 性 ,我 们 取 "一 1。 式 (5-8) 可 以 写成 三 维 动力 系统 的 形式 : 


Ur = w (5-9) 
w,-—u-—v—c 
静态 KS 方程 存在 时 间 反 演 对 称 性 
ii U>—U, VV, WW (5-10) 
我 们 看 到 , 式 (5-9) 速 度 场 的 梯度 矩阵 的 迹 是 0, 这 暗示 了 系统 的 流 是 保 测 
度 的 。 
从 式 (5-9) 能 够 看 出 


Qu w): =u’ —c (5-11) 
TVA. 4 e<0 BE. utw YE c o0 BEDRC ER nil H5 935 HTT. BE ^ ft 58] T 2093 Xx 
处 ,静态 KS 方程 没有 有 界 解 。 如 果 c= 二 0, 原 点 是 唯一 的 有 界 解 ,其 他 的 解 为 
TAK. WHE c0. MR c 取 不 同 的 值 ,动力 系统 会 变 得 很 有 趣 , 有 界 解 会 变 
得 极其 复杂 。 当 020 时 ,系统 存在 两 个 不 动 点 
e+= (Wes0,0), ec 一 (—¥e.0.0) (5-12) 
在 c+ 附近 做 线性 化 ,可 以 算出 系统 的 本 征 值 为 24 Fl—Ay Ei 


Ws 
A= wee ha = coshg (5-13) 


sinh3g=3 V3c。 更 具体 来 说 ,c; 有 一 个 一 维 不 稳定 流 形 以 及 一 个 使 得 轨道 
旋 人 的 二 维稳 定 流 形 。 由 于 系统 的 时 间 反 演 对 称 性 ,c- 也 有 一 个 类 似 的 流 
形 , 但 是 具有 相反 的 稳定 性 质 。 

动力 系统 的 逃逸 轨道 居于 主导 地 位 , 它 占据 了 相 空 间 的 绝 大 部 分 5 ,这 
给 数值 计算 带 来 了 极 大 的 难度 ,即便 初 值 条 件 选 在 周期 轨道 附近 ,积分 一 段 
时 间 后 轨道 也 将 逃逸 掉 。 早 期 在 研究 该 问题 时 采用 了 一 些 不 同 的 方 
BOP 。 为 了 有 效 计 算 这 些 不 稳定 的 周期 轨道 ,我们 采用 变 分 法 ,该 方法 显 
示 了 它 强 大 的 有 效 性 。 

系统 方程 (5-3) 轨 道上 的 任意 一 个 点 都 对 应 着 式 (5-9) 三 维 态 空 间 的 一 
个 圈 , 这 可 以 用 作 在 间隔 [0,L] 上 寻找 周期 轨道 的 初始 化 猜想 。 在 对 一 条 长 
轨道 测试 许多 个 点 以 后 ,我们 用 变 分 法 最 终 找 到 了 式 (5-9) 在 工 二 43.5,* 一 1 
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时 的 13 条 周期 轨道 ,它们 也 就 是 式 (5-3) 的 13 个 不 动 点 。 显 然 不 是 所 有 的 不 
动 点 都 是 重要 的 ,为 了 说 明 它们 中 的 哪些 是 比较 重要 的 ,我 们 取 演 化 时 间 T= 
200, 从 一 条 长 轨道 上 均匀 地 选择 2000 个 点 ,然后 逐个 计算 每 一 个 点 到 13 个 
as 如 果 轨 道上 的 一 个 点 离 某 个 不 动 点 最 近 ,那么 就 把 轨道 上 的 

个 点 归 类 于 该 不 动 点 。 图 5. 3 展示 了 这 些 不 动 点 的 数目 分 布 ,从 图 中 可 以 
x 不 动 点 2 和 7 归 到 的 点 的 数目 最 多 ,这 表明 了 相 空间 的 轨道 频繁 地 绕 着 


这 两 个 不 动 点 转 。 然 而 ,仅仅 通过 这 点 ,仍然 很 难 称 之 为 “重要 的 ”, 因 为 对 于 
那些 权重 较 小 的 不 动 点 , 相 空间 的 动力 学 或 许 通 过 它们 的 稳定 或 不 稳定 流 形 
来 组 织 。 
600 
500 
400 
m 
x 
= 300 
5) 
= 
200 
100 
0 
123 4 5 67 8 9 10 1 12 13 
不 动 点 


图 5.3 一 条 长 轨道 上 距离 13 个 不 动 点 最 近 的 点 的 分 布 图 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 

图 5.4 展示 了 其 中 三 个 不 动 点 2、7 和 6 的 轨道 以 及 它们 在 间隔 LO,43. 5] 
上 空间 的 波形 图 。 非 震荡 集 里 的 一 条 典型 的 轨道 和 图 5. 4 所 示 的 不 动 点 形状 
很 像 。 在 长 时 间 演 化 的 两 个 典型 时 刻 , 图 5.5 中 (us) 所 表示 的 轨道 图 以 及 空 
间 波 形 图 和 图 5. 4 不 动 点 的 图 像 很 类 似 : 图 5. 5(a) 和 图 5.4(a) 很 像 ,图 5. 5(c) 
和 图 5. 4(c) 很 像 。 我 们 也 核查 了 系统 长 轨道 上 的 许多 其 他 态 ,发 现 它 们 中 的 
大 多 数 都 在 形状 上 和 找到 的 稳 态 解 很 像 。 从 这 个 角度 来 说 ,可 以 认为 相 空间 

的 轨道 是 由 这 些 不 动 点 近似 组 织 和 剖 分 的 。 
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图 5.4 KS 方 程 的 三 个 不 动 点 2.7 和 6 以 及 在 [0,L] 上 各 自 的 空间 波形 图 
(a) Cb) c=0. 32923; (c) (d) c=0. 37302; (e),(f) c=0. 23581, L=43.5,v=1 


(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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图 5.4 (BE) 


随 着 工 的 增加 ,这 些 稳 态 解 发 生 分 贫 后 变 成 了 新 的 解 ,结构 也 随 之 变 得 
越 来 越 复杂 。 对 于 任何 固定 的 周期 工 来 说 , 稳 态 解 的 数目 是 有 限 的 。 当 改变 
L 的 时 候 ,我 们 也 可 以 相应 地 变化 c 值 , 使 得 原先 的 轨道 逐渐 演化 到 它 所 在 的 
新 周期 的 对 应 轨道 上 去 。 
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图 5.5 重要 不 动 点 附近 的 轨道 eae) CERES A c 的 空间 波形 图 ,与 图 5.4 相对 比 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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在 图 5. 4(c) 里 ,轨道 既 绕 着 一 对 不 动 点 c+ ,c- 整体 旋转 ,也 绕 着 每 个 不 
动 点 旋转 。 每 绕 一 圈 都 在 [0,43. 5] 区 间 的 “波形 图 上 出 现 一 个 极 大 值 。 绕 着 
整体 转 对 应 着 大 的 峰值 , 绕 着 一 个 不 动 点 转 对 应 着 小 的 振荡 。 在 图 5. 4(e) 
里 ,不 动 点 的 轨道 在 (u,v,w) 相 空间 里 绕 着 两 个 不 动 点 整体 上 转 了 四 圈 。 所 
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以 在 图 5. 40D [0.43. 5] 区 间 的 u 波形 图 上 出 现 了 4 个 极 大 值 。 图 5. 2(a) 展 
示 了 完整 方程 的 混沌 演化 ,在 不 同 的 时 刻 ,u(z,t) 存 在 着 不 同 数目 的 极 大 值 ， 
我 们 估算 出 平均 的 极 大 值 个 数 是 6. 776。 相 应 的 基于 13 个 不 动 点 的 波形 图 
以 及 在 图 5. 3 中 它们 所 占 的 权重 , 极 大 值 的 平均 数 近似 等 于 6.75。 因 此 沿 着 
一 条 轨道 空间 波形 极 大 值 的 平均 数 可 以 近似 地 由 这 些 不 动 点 来 决定 , 青 次 指 
明了 这 些 不 动 点 在 渐 近 动力 学 中 的 相关 性 。 


5.3 固定 积分 常 值 时 静态 KS 方程 
的 周期 轨道 


本 节 用 变 分 法 计算 并 详细 讨论 式 (5-9) 在 给 定 c 值 时 的 不 稳定 周期 轨道 。 
这 里 选择 参数 .二 0. 40194 ,因为 系统 在 该 参数 下 很 可 能 表现 出 有 意思 的 混沌 
动力 学 。 我 们 找到 了 四 条 最 简单 的 周期 轨道 ,它们 被 用 来 组 成 单元 ,在 此 基 
础 上 建立 了 符号 动力 学 ,对 所 有 找到 的 不 稳定 周期 轨道 加 以 分 类 。 在 这 个 特 
殊 的 参数 c 值 下 寻找 和 分 类 的 方式 是 相当 成 功 的 ,这 种 方法 也 可 以 用 到 其 他 
不 同 的 参数 值 情况 中 。 


5.3.1 初始 化 


在 傅 里 叶 模 的 表示 下 ,不 动 点 是 无 穷 个 代数 方程 fax 一 0jh=-=-,= 的 解 。 
数值 计算 时 这 些 代 数 方程 被 截断 成 有 限 个 多 项 式 。 我 们 发 现 对 于 变 分 法 来 
说 16 个 傅 里 叶 模 截 断 已 经 可 以 给 出 不 错 的 初始 圈 猜 想 , 用 这 种 方法 我 们 找到 
了 一 些 短 的 周期 轨道 。 想 要 寻找 转 了 多 圈 的 更 长 的 周期 轨道 就 需要 更 加 复 
杂 的 初始 猜想 。 我 们 用 一 些 短 的 周期 轨道 作为 组 成 单元 ,建立 了 近似 的 符号 
动力 学 ,然后 通过 剪 切 以 及 拼接 这 些 组 成 单元 的 轨道 片段 来 构建 长 周期 轨道 
的 初始 猜想 圈 。 在 静态 KS 方程 里 ,这 样 的 方式 可 以 作为 寻找 长 周期 轨道 相 
当 好 的 系统 的 初始 猜想 。 甚 至 我 们 手动 把 轨道 连 成 一 个 粗糙 的 闭合 圈 , 变 分 
法 也 通常 可 以 把 轨道 修补 成 一 条 真正 的 周期 轨道 。 


5.3.2 拓扑 的 方式 建立 符号 动力 学 分 类 周期 轨道 


经 过 多 次 尝试 后 我 们 找 出 了 四 条 周期 轨道 ,它们 看 起 来 很 简单 ,或 许可 
以 组 成 单元 来 寻找 其 他 长 度 的 周期 轨道 。 我 们 用 ”*c- ”或 “+” 分别 表示 轨道 
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片段 绕 着 左边 或 者 右边 的 不 动 点 转 了 一 圈 。 当 轨道 绕 着 两 个 不 动 点 整体 转 
的 时 候 , 存 在 两 种 情况 : 一 种 情况 如 图 5. 6(a) 所 示 ,这 条 轨道 被 标记 为 “a” 轨 
道 ,而 图 5. 6(b) 的 轨道 被 标记 为 “0 轨道 。 通 过 这 种 方式 ,其 他 的 轨道 都 可 


1.5 


0.5 F 


(a) 


0.5 F 


(b) 


图 5.6 静态 KS 方 程 四 条 最 简单 的 周期 轨道 ,c 一 0. 40194, 
“十 ”表示 两 个 不 动 点 c- 和 c+ 的 位 置 
(a) a 轨道 ; (b) b 轨道 ; Cc) ac- 轨道 ; (D acy 轨道 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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以 用 一 定 的 符号 序列 来 标注 。a 轨道 雅 可 比 和 矩阵 的 三 个 本 征 值 是 0. 9999 和 
一 0. 9259 士 0.3772i,6 轨道 的 三 个 本 征 值 是 0.9999 M 0. 963710. 2668i。ac- 
轨道 绕 着 左边 的 不 动 点 转 了 一 圈 , 然 后 绕 整 体 转 了 一 圈 , 如 图 5. 6(c) 所 示 。 
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和 它 相 对 称 的 轨道 ,ac+ 轨道 如 图 5. 6(d) 所 示 , 它 绕 着 右边 的 不 动 点 转 了 一 
圈 , 然 后 绕 整 体 转 了 一 圈 。ac- 轨道 的 本 征 值 是 0. 9999 和 0. 9979 士 0.0635i,ac+ 
轨道 的 本 征 值 是 0.9999 和 0. 9979 士 0.0635i。 这 些 轨道 的 第 一 个 本 征 值 严格 
来 说 应 该 是 1 ,在 这 里 可 以 作为 数值 计算 精度 的 指示 。 

我 们 看 到 绕 着 左边 不 动 点 c- 或 者 右边 不 动 点 c+ 旋转 的 轨道 只 能 和 a HL 
道 结合 ,而 不 能 和 2 轨道 结合 成 新 轨道 。 所 以 不 存在 符号 为 "pc- ”或 者 “bc” 
的 这 种 轨道 。 我 们 也 没有 找到 *ac- c+ ”轨道 ,该 轨道 应 该 绕 着 左边 的 不 动 点 
转 一 圈 , 然 后 绕 着 右边 的 不 动 点 转 一 圈 , 最 后 再 绕 着 整体 转 一 圈 。 我 们 同时 
也 发 现 不 存在 绕 一 个 不 动 点 连续 转 两 圈 以 上 的 轨道 。 更 复杂 的 轨道 可 以 通 
过 这 四 条 基本 轨道 的 组 合 人 为 地 构造 出 来 。 基 于 已 经 发 现 的 这 些 周期 轨道 ， 
可 以 经 验 地 总 结 出 如 何 建立 符号 动力 学 。 从 上 面 的 讨论 中 可 以 看 出 ,可 以 简 
化 字母 的 定义 为 a 二 0.06= 二 1.ac- —2 和 ac+ = 二 3。 在 符号 动力 学 的 帮助 下 ,我 
们 系统 地 找到 了 一 定 拓扑 长 度 内 的 所 有 周期 轨道 。 图 5. 7 展示 了 拓扑 长 度 2 
的 四 条 周期 轨道 ,它们 对 应 的 符号 分 别 是 01.02.03 和 23。 然 而 ,我 们 发 现 12 
和 13 轨道 是 不 存在 的 。 
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(a) 


图 5.7 静态 KS 方程 拓扑 长 度 为 2 的 周期 轨道 
(a) 01 轨道 ; (b) 02 轨道 ; (c) 03 轨道 ; (D 23 轨道 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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图 5.7 (8%) 
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(d) 


图 5.7 (8%) 


更 长 的 轨道 需要 更 多 的 点 来 描述 ,这 会 使 寻找 程序 变 慢 。 我 们 发 现 了 14 

条 拓扑 长 度 为 3 的 周期 轨道 ,图 5. 8 展示 了 其 中 的 4 条 轨道 。 我们 没有 找到 
012,013,221 和 331 这 些 轨道 ,理由 很 可 能 是 因为 12 和 13 轨道 是 不 存在 的 。 
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图 5.8 静态 KS 方程 拓扑 长 度 为 3 的 4 条 周期 轨道 
(a) 001 轨道 ; (b) 021 轨道 (c) 032 轨道 ; (d) 123 轨道 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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(d) 
图 5.8 (BE) 


我 们 一 共 找 到 了 拓扑 长 度 为 4 的 43 条 周期 轨道 ,图 5.9 展示 了 其 中 的 6 
条 。 许 多 含有 符号 12 或 13 的 周期 轨道 都 是 不 存在 的 ,例如 0013,0012,0121 
和 0131 等 。 通 过 拓扑 长 度 4 以 内 允许 的 符号 序列 ,可 以 看 出 符号 121 和 131 
被 修 枝 了 ,符号 120 和 122 后 面 只 能 跟 符号 3,130 和 133 后 面 只 能 跟 符 号 2， 
这 几 条 就 能 比较 好 地 概括 出 修改 规则 来 。 但 是 ,上 述 仅仅 是 一 个 经 验 规律 ， 
对 于 长 轨道 来 说 很 可 能 就 不 再 准确 了 。 此 外 , 随 着 符号 序列 的 增长 更 多 不 允 
许 的 符号 序列 很 可 能 会 出 现 。 

我 们 一 共 找 到 了 65 条 拓扑 长 度 4 以 内 的 周期 轨道 , 表 5.1 列 出 了 所 有 的 
这 些 周期 轨道 ,按照 轨道 的 拓扑 长 度 以 及 周期 递增 的 顺序 排列 。 表 中 的 环绕 
BN, 表示 在 三 维 空间 里 ,两 条 轨道 之 间 互 相 绕 在 一 起 的 圈 数 , 它 可 以 通过 
式 (5-14) 的 高 斯 积分 来 计算 : 


| 


LR(K, Kj) = Lf js (dr X dre) 65-14) 


E 4m. KyxK, Pm — Fr; 
其 中 K, 和 K, 是 两 条 没有 交叉 的 可 微 曲 线 。 环 绕 数 在 数学 以 及 自然 科学 里 
有 许多 应 用 ,例如 量子 力学 .电磁 学 以 及 DNA 超 螺旋 等 方面 的 研究 0* 1 。 
我 们 在 表 5. 1 中 列 出 了 其 他 周期 轨道 相对 于 1 周期 轨道 的 环绕 数 。 
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图 5.9 静态 KS 方程 拓扑 长 度 为 4 的 6 条 周期 轨道 
(a) 0011 轨道 ; (b) 0103 轨道 ; Cc) 0132 轨道 ; (d) 0021 轨道 ; 
(e) 0203 轨道 ; (D 0322 轨道 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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图 5.9 (8%) 
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结合 变 分 法 ,符号 动力 学 能 够 用 于 初始 化 寻找 更 长 的 轨道 。 图 5. 10 展示 
了 拓扑 长 度 为 13 的 一 条 轨道 ,这 样 复杂 的 轨道 如 果 没 有 符号 动力 学 的 指导 并 
且 在 不 知道 修 枝 规则 的 情况 下 是 很 难 找到 的 。 符 号 动力 学 也 可 以 很 有 趣 地 
反映 出 系统 的 对 称 性 。 特 别 是 前 面 的 式 (5-9) 具 有 时 间 反 演 对 称 性 , 它 表 明 
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表 5.1 静态 KS 方程 拓扑 长 度 4 以 内 的 所 有 周期 轨道 
拓扑 长 度 符号 序列 周期 环绕 数 

i 6.553460 = 

0 9. 811907 1 

i 3 12. 502813 1 
2 12. 502820 1 

01 16. 268452 1 

02 23. 712590 2 

03 23. 712595 2 
23 26. 422834 2 

011 22. 824175 2 

001 26. 082080 2 

031 29. 564512 2 

021 29. 564544 2 

002 32. 202914 3 

003 32. 202961 3 

123 32.587135 2 

è 132 32. 587931 2 
033 34. 895416 3 

022 34. 895424 3 

032 34. 934960 3 

023 34. 934964 3 

223 37. 848212 3 

233 37. 848644 3 

0111 29. 377401 3 

0011 32. 637855 3 

4 0001 35. 893873 3 
0211 35. 926506 3 

0311 35. 926546 3 
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续 表 
拓扑 长 度 符号 序列 周期 环绕 数 
1132 38. 500571 3 
1123 38. 500642 3 
0102 38. 707778 3 
0021 38. 707823 3 
0103 38. 707823 3 
0031 38. 707889 3 
0331 41. 395959 3 
0221 41. 395992 3 
0123 41. 702205 3 
0132 41. 707541 3 
0231 41. 707628 3 
0321 41. 707978 3 
0002 42.014732 4 
4 0003 42. 014733 4 
0213 42. 552842 3 
0312 42. 558382 3 
0033 44. 707832 4 
0022 44. 707850 4 
0023 44. 783157 4 
0032 44. 783916 4 
0203 45. 002706 4 
1232 45. 207226 3 
1323 45. 207704 3 
1233 45. 209285 3 
1322 45. 209634 3 
1223 45. 209784 3 
1332 45. 209794 3 
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续 表 
拓扑 长 度 符号 序列 周期 环绕 数 
0222 47. 397829 4 
0333 47.397977 4 
0322 47. 441876 4 
0233 47.442273 4 
0332 47. 697520 4 
4 0223 47.697917 4 
0232 47.729380 4 
0323 47. 729383 4 
2333 50. 351041 4 
2223 50. 351042 4 
2233 50. 360451 4 


注 : 表 中 列 出 了 轨道 的 拓扑 长 度 、 符 号 序列 、 周 期 以 及 其 他 轨道 相对 于 1 轨道 的 环绕 数 。 


L5 


o5r 


一 条 拓扑 长 度 为 13 的 周期 轨道 0110110211031, 
周期 T 一 112. 599520.c—0. 40194 


(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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基于 组 成 单元 的 对 称 性 ,交换 符号 序列 23 是 等 价 的 。 例 如 ,轨道 0033 有 与 
之 对 应 的 0022 轨道 ,而 轨道 2233 WW 5t Ak Ep ESE EY 


5.3.3 庞 加 莱 截 面 上 的 动力 学 


在 找到 了 系统 许多 短 的 周期 轨道 后 ,我 们 现在 研究 庞 加 莱 截 面 上 的 二 维 
回归 上 映射。 根据 轨道 的 分 布 情况 ,我 们 选择 u—0 作为 庞 加 莱 截 面 。 图 5. 11 
展示 了 已 经 找到 的 周期 轨道 和 该 庞 加 莱 截 面 的 交点 。 可 以 看 到 这 些 离散 的 
点 有 一 个 对 称 的 分 布 ,这 是 由 系统 的 时 间 反 演 对 称 性 决定 的 。 为 了 研究 方 
便 , 我 们 把 这 些 点 分 成 四 块 小 区 域 。 左 边 点 集中 的 这 块 区 域 记 为 A 区 ,上 边 
和 下 边 点 集中 的 区 域 分 别 记 为 B 区 和 C 区 ,右边 剩 下 的 部 分 记 为 D 区 。 
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图 5.11 u=0 庞 加 莱 截 面 上 的 二 维 映射 
图 上 标 出 了 四 条 基本 轨道 0( 加 号 ) ,1( 方 框 ) ,2( 又 号 ) ,3( 圆 图 ) 的 位 置 。 
我 们 把 这 些 点 分 成 四 块 小 区 域 A,B,C 和 DD 加 以 研究 点 在 这 些 区 域 间 的 跳跃 规律 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 


基于 所 有 找到 的 周期 轨道 的 动力 学 ,这 里 我 们 列 出 了 点 在 这 些 区 域 间 跳 
跃 的 一 些 经 验 规律 。 

COD 始 于 A 区 的 点 能 够 在 下 一 步 跳 到 B 区 或 者 C 区 ,但 是 不 可 以 直接 跳 
到 DD 区 。 要 想 跳 到 DD 区 ,必须 经 过 B 区 或 C 区 的 过 渡 。 
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(2) B 区 里 的 点 下 一 步 不 能 还 停留 在 B 区 ,对 于 C 区 里 的 点 也 有 同样 的 
规则 。 

G) A 区 里 的 点 下 一 步 可 以 留 在 A 区 ,这 条 规则 也 适用 于 DD 区 。B 区 和 
C 区 的 点 下 一 步 可 以 互相 跳跃 。 

(4) D 区 里 的 点 频繁 地 落 到 D 区 左边 的 小 区 域 D, 。 

在 图 5.11 E, A KH FIERA 1 轨道 和 截面 的 交点 ,D 区 “圆圈 ”和 
“又 号 ”分别 代表 2 轨道 和 3 轨道 与 截面 的 交点 ,D, 里 的 “加 号 ? 则 代表 0 
轨道 。 

接着 ,通过 研究 这 四 块 区域 里 对 应 的 符号 序列 ,我 们 发 现 了 一 些 经 验 的 
规则 。 例 如 ,A 区 点 的 符号 序列 的 第 一 个 符号 都 是 1, 在 2 轨道 “又 号 ”的 周 
围 ,点 的 符号 序列 的 第 一 个 符号 都 是 2,3 轨道 附近 都 是 3。 在 D 区 最 左边 和 
最 右边 的 小 区 域 ,点 的 第 一 个 符号 只 能 是 2 或 者 3。 在 小 区 域 D, 的 最 上 方 ， 
第 一 个 符号 只 能 是 0 或 者 3, 而 D, 的 最 下 方 ,第 一 个 符号 只 能 是 0 或 者 2。 

上 面 提 到 的 规则 (1) 一 规则 (4) 有 些 类 似 于 "选择 定 则 ”, 这 或 许可 以 用 来 
解释 为 什么 许多 带 有 符号 序列 12 或 者 13 的 轨道 都 被 修 枝 了 。 假 如 存在 这 样 
的 一 个 符号 序列 ,对 应 的 周期 轨道 在 庞 加 莱 截 面 上 的 点 将 违背 上 面 的 规则 。 
我 们 还 看 到 ,区 域 A 像 是 和 D 区 中 心 的 那 小 块 区 域 有 着 某 种 相似 性 ,在 那里 
点 很 密集 ,呈现 出 了 一 定 的 旋转 对 称 性 。 如 果 在 A 区 域 附近 选择 一 个 点 作为 
初始 点 ,用 5 阶 变 步 长 龙 格 - 库 塔 法 演化 一 段 时 间 后 ,会 发 现 这 些 点 比 在 其 他 
位 置 初始 的 点 要 停留 更 长 的 一 些 时 间 , 如 图 5.12 所 示 。 所 有 上 面 提 到 的 经 验 
规则 都 是 根据 图 5. 11 中 有 限 数目 的 点 表现 出 来 的 。 然 而 我 们 很 难 定义 一 个 
严格 的 边界 ,所 以 对 于 长 轨道 来 说 , 当 截 面 上 的 点 变 得 更 多 时 ,上 述说 法 不 一 
定 精 确 。 

如 同 数值 积分 时 看 到 的 那样 , 庞 加 莱 截 面 上 两 个 靠 得 很 近 的 点 的 命运 是 
很 不 一 样 的 ,这 表明 轨道 间 分 开 得 很 快 。KS 方程 庞 加 莱 截 面 上 的 吸引 子 是 
很 薄 的 ,可 以 近似 看 成 是 一 维 的 ,因此 可 以 由 回归 映射 方便 地 建立 符号 动力 
学 59 。 但 是 对 于 式 (5-9) 的 系统 来 说 ,由 于 流 的 测度 守恒 性 质 ,静态 KS 方程 
在 庞 加 莱 截 面 上 的 动力 学 规律 就 很 复杂 ,不 能 通过 一 维 符号 动力 学 来 描述 。 
为 此 我 们 不 得 不 引入 二 维 映 射 的 符号 动力 学 ,这 就 需要 更 多 的 符号 序列 , 通 
常 很 难 建立 起 来 。 所 以 基于 整 条 轨道 的 结构 利用 拓扑 的 方式 进行 分 类 的 方 
法 更 加 有 效 。 


e 116 * Kuramoto-Sivashinsky 方程 的 混沌 动力 学 


图 5.12 系统 轨道 长 时 间 的 演化 情况 
(a) 一 个 初始 点 (0. 01, 一 1.02,0. 20) 演 化 很 短 的 时 间 就 快速 逃逸 了 ; 
(b) 另 一 个 初始 点 (0. 00,1.01,0. 00) 则 有 着 较 长 的 逃逸 时 间 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 


我 们 也 计算 了 c=0. 3521 时 式 (5-9) 对 应 的 周期 轨道 ,同样 可 以 利用 上 面 
提 到 的 方法 以 四 条 轨道 作为 组 成 单元 对 全 部 轨道 加 以 分 类 。 我 们 在 表 5. 2 中 
列 出 了 拓扑 长 度 3 以 内 所 有 21 条 周期 轨道 的 迭代 序列 以 及 对 应 的 周期 。 通 
过 计算 发 现 许 多 符号 动力 学 允许 的 轨道 同样 并 不 存在 ,例如 符号 序列 12、13 
和 032 等 对 应 的 轨道 ,它们 可 能 在 取 其 他 的 积分 常数 值 时 存在 ,例如 032 轨道 
在 c—0. 40194 时 就 是 存在 的 。 
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X 5.2 静态 KS 方程 的 部 分 短 周 期 轨道 ,c=0. 3521 


拓扑 长 度 符号 序列 周期 

0 10. 09801 

1 6.510960 

2 12.02472 
3 12. 02472 

01 16. 51308 

02 22.16208 

$ 03 22. 16210 
23 24. 24077 

001 26. 61490 

002 32. 26014 

003 32. 26015 

011 23. 02645 

022 34. 18716 

033 34. 18728 

3 021 28. 78859 
031 28. 59381 

023 34. 21252 

123 30. 93475 

132 30. 70259 

223 36. 26723 

233 36. 26696 
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当 取 小 的 工 值 时 , 式 (5-9) 系 统 的 动力 学 以 及 分 岔 序列 在 解析 和 数值 上 都 
有 大 量 的 研究 工作 Ce"29 。 本 节 研 究 当 改 变 参数 c 时 ,四 类 基本 轨道 的 分 贫 情 
况 。 首 先 研究 0 轨道 随 着 c 值 变化 的 情况 。 在 我 们 的 计算 中 ,前 一 个 值 计 
算出 的 0 轨道 能 够 被 用 于 下 一 个 值 寻找 时 的 初始 圈 猜 想 。 因 此 可 以 让 0 轨 
道 连续 形变 ,直到 c 取 极限 值 时 0 轨道 不 再 存在 。 表 5. 3 列 出 了 0 轨道 存在 
的 < 值 范 围 , 以 及 对 应 的 轨道 周期 。 图 5. 13(a) 展 示 了 0 轨道 7 个 不 同 的 c (E 
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情况 下 的 连续 形变 。 表 5. 3 也 列 出 了 1 轨道 存在 的 值 范围 及 其 对 应 的 周 
期 。 图 5.13(b) 展 示 了 1 轨道 7 个 不 同 的 c 值 情况 下 的 连续 形变 。 


表 5.3 不 同 c 值 情况 下 .0 轨道 的 周期 ( 左 ) 与 1 轨道 的 周期 ( 右 ) 


c 周期 c 周期 
0. 00025 12.563198 0.00078 6. 285198 
0. 00078 12. 565347 0. 00894 6. 287654 
0. 00594 12.571942 0. 07194 6. 322261 
0. 06194 12. 494886 0. 19194 6. 394647 
0. 10194 12.057179 0. 27194 6. 449484 
0. 20194 11. 136049 0. 35194 6. 510754 
0. 30194 10. 410827 0. 36312 6. 520013 
0. 40194 9. 811907 0. 40194 6. 553460 
0. 50120 9. 293629 0. 55194 6. 710593 
0. 55440 9.034459 0. 70194 6. 959582 
0. 60194 8. 807797 0. 79194 7.314976 
0. 68123 8. 425320 0. 80000 7.424367 
0. 75194 8.039660 0. 80080 7.446768 
0. 79194 7.722342 0. 80160 7.489183 
0. 80167 7.509136 0. 80167 7.506754 


c HAZEL RRA TRIAR, 4.0. 00078<c<0, 80167 时 ， 
0 轨道 和 1 轨道 都 是 存在 的 ;c= 二 0. 80167 时 ,0 轨道 和 1 ul Az ^k T nfl ico 
0.80167 时 ,它们 又 一 起 消失 了 。 所 以 系统 在 c—0. 80167 处 经 历 了 一 次 鞍 结 
分 岔 。 我 们 也 在 分 岔 点 c—0. 80167 附近 计算 了 0 轨道 和 1 9,8 TTE AT Ee gE 
阵 , 算 出 了 它们 的 本 征 值 分 别 是 1. 0000 和 0. 999988 士 0. 0049i, 以 及 1. 0000 
和 0. 999989 士 0.0047i, 本 征 值 都 和 1 很 接近 ,这 也 证 实 了 确实 发 生 了 一 次 鞍 
BE 

34 c=0. 00078 时 ,0 轨道 和 1 轨道 看 起 来 形状 都 很 简单 ,但 0 轨道 的 周期 
近似 是 1 轨道 的 2 倍 ,因此 在 c==0.00078 附近 发 生 了 逆 倍 周期 分 贫 。 我 们 也 
计算 了 这 两 条 轨道 的 雅 可 比 矩 阵 ,0 轨道 的 本 征 值 是 1. 0000 和 0. 999955 + 
0. 0095i, 1 轨道 的 本 征 值 是 1.0000 和 0. 999958 士 0.0091i。 该 分 贫 与 文献 里 
HEB VRP UE UU, 
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2 r : r r 
一 <=0.00025 
0.06194 
一 c=0.10194 
1.5 r|—6-0.40194 1 
一 c=0.55440 
一 c=0.75194 
ı [0.80167 | 
> 05+ 4 
0r 4 
-0.5 上 1 
E 1 1 1 1 | 
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 
u 
(a) 
2 r r T T 
一 <=0.00078 


一 c=0.70194 
1 | |—e=0.80167 


(b) 
图 5.13 静态 KS 方 程 0 轨道 和 1 轨道 的 连续 形变 图 


(a) 0 轨道 7 个 不 同 c 值 情况 下 的 连续 形变 ; (b) 1 轨道 的 情况 ， 
注意 到 当 c=0. 00078 以 及 c 一 0. 80167 时 ,两 条 轨道 的 形状 很 相近 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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TE c0* 的 极限 条 件 下 ,可 以 采取 微 扰 技术 来 分 析 式 (5-9) 的 动力 学 性 
RY 。 简 单 起 见 , 令 cHe ,ce 这 0。 对 变量 作 如 下 变换 ;: 


(u,v,w) —> (eu,ev,ew) (5-15) 
X (5-9) BA 
uz, v 
v= Ww (5-16) 


wz =—vte(u? —1) 
在 零 级 近似 下 , 式 (5-16) 是 线性 的 ,该 微分 方程 的 通 解 为 
u = Usinr — Ù cosx + ü 
v = vcosx + i sinr (5-17) 
w —— Usinr + wcosxr 
式 中 ,ww .Vv 和 名 是 常数 ,它们 在 进行 微 扰 分 析 时 用 作 因 变量 。 把 式 (5-17) 代 入 
式 (5-16) 可 得 到 关于 .Vv 和 名 的 方程 
ü, = elu? — 1) 
V, =—esinz (u? — 1) (5-18) 
®,= ecosx(u? — 1) 
多 尺度 平均 微 扰 方 法 可 以 用 来 分 析 式 (5-18) 对 应 的 系统 。 例 如 , 作 如 下 的 变 
量 处 理 : 
ù = u-Feuy Gv wax) eus. vwd (5-19) 
Xt FFs Sh AS 2E t o Rl ce HE 6 d 28 AY de 35 3X. xx HOS T (b it EUH 
uu 和 ww Kao Aw EFE e 的 三 阶 项 有 : 
te = et) tat ipee [t e TG — 


DE s a ens, dispu tae 
ggg "Fw + eu C 82 E 9G +H »] 


2 
Uz euv + Gu w w — wv?) + 
: (5-20) 
SgL 193i v — 9uv — 41uv(w + w*)] 


2 
Wr euw 5, 39v v! — vw?) + 


3 
Sg 193i w 9uw — Aluw (v + w?)] 
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4 p= Ew ,可 得 到 一 个 二 维 动力 系统 ， 


1 7 271 1 
us = (otii —1 he [oe tte Sage’ + ut C 3299] 


3 
p 2eup + ig (1530 9up — Alup?) 


(5-21) 
式 (5-21) 的 二 维 自治 动 力 系 统 具 有 时 间 反 演 对 称 性 c ar u> u Al 
op RAR ee 的 高 阶 无 穷 小 量 , 式 (5-21) 对 应 的 相 空间 结构 如 图 5. 14 所 
示 。 可 见 小 < 值 时 相 空间 的 结构 是 极为 复杂 的 ,同时 存在 着 周期 轨道 和 结构 
稳定 的 异 宿 轨道 。 此 外 , 相 空 间 中 包含 有 三 个 不 动 点 : pi、p: 和 ps, 其 中 pi 
和 ps 对 应 着 式 (5-9) 的 两 个 不 动 点 ,它们 之 间 连 接着 两 条 异 宿 轨道 ,在 这 两 条 
异 宿 轨 道 所 包围 的 区 域 里 包含 有 若干 条 周期 轨道 。 而 不 动 点 ps 则 对 应 着 当 
c (ETE O 附近 变化 时 产生 的 新 周期 轨道 。 该 轨道 对 于 小 的 c0 总 是 存在 的 ， 
并 具有 如 下 形式 : 


2 
u =— V2esin(Qr) + Fsin(2Qr) 十 … (5-22) 


6 T T T 


图 5.14 式 (5-21) 的 相 图 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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其 中 CO=1 一 e/6 十 …, 它 的 值 是 接近 于 1 的 ,从 而 有 Ts:6.28, 这 和 表 5. 3 列 
出 的 结果 一 致 。 

我 们 接 下 来 研究 2 轨道 。 表 5. 4 列 出 了 轨道 的 演化 情况 ,图 5. 15(a) 展 
示 了 7 个 不 同 的 c 值 情况 下 2 轨道 的 连续 形变 。 我 们 发 现 了 另外 一 条 轨道 ， 
TE c—0. 29304 附近 , 它 的 形状 和 2 轨道 很 像 ,图 5. 15(b) 展 示 了 该 轨道 的 连 
续 形 变 , 表 5.4 也 列 出 了 该 轨道 存在 的 值 范围 。 从 这 些 图 表 中 可 以 看 到 ,两 
条 轨道 在 c=0. 29304 处 发 生 了 碰撞 ,在 那 之 后 就 一 起 消失 了 。 所 以 系统 在 
c—0. 29304 处 经 历 了 一 次 贰 结 分 岔 。 我 们 也 计算 了 在 分 岔 点 附近 的 这 两 条 轨 
道 的 雅 可 比 矩 阵 , 它 们 的 本 征 值 分 别 是 1. 0000 和 0. 999980 + 0. 0063i 以 及 
1. 0000 和 0. 999979 士 0.0065i, 都 和 1 很 接近 ,从 而 验证 了 我 们 的 判断 。 


R54 不 同 c 值 情况 下 ,2 轨道 的 周期 (左边 ) 与 它 对 应 轨道 的 周期 (中 间 和 右边 ) 


é 周期 c 周期 c 周期 
0. 29304 11.712672 0. 29304 11. 712759 0. 34970 15. 980388 
0. 30194 11. 752030 0. 30231 11. 753695 0. 35041 15. 785760 
0. 32194 11. 848710 0. 31231 11. 800639 0. 36041 15. 205865 


0. 35194 12. 023665 0. 32631 11. 871753 0. 37970 14. 613034 


0. 37194 12. 172040 0. 33631 11. 927151 0. 38970 14. 346235 


0. 38194 12. 262082 0. 34631 11. 987297 0. 39970 14. 075188 


0. 40194 12. 502820 0. 35437 15. 475896 0. 40970 13. 751299 


0. 41594 12. 810423 0. 36437 17. 124491 0. 41470 13. 552951 
0. 41999 13. 047633 0. 37594 18. 122948 0. 41770 13. 344453 
0. 42031 13. 128541 0. 37677 18. 497761 0. 42031 13. 128431 


我 们 也 找到 了 另 一 条 轨道 , 它 的 形状 和 周期 在 c0. 42031 附近 和 2 轨道 
相近 , 见 图 5. 15(c) 和 表 5. 4 ,在 该 处 同样 发 生 了 一 次 鞍 结 分 岔 。 我 们 计算 了 
在 分 贫 处 这 两 条 轨道 的 雅 可 比 矩 阵 , 它 们 的 本 征 值 是 1. 0000 和 0. 999969 士 
0. 0079i 以 及 1.0000 和 0.999970 士 0.0078i, 同 样 证 实 了 鞍 结 分 岔 的 发 生 。 由 
对 称 性 ,我 们 知道 3 轨道 在 c=0. 29304 和 c=0. 42031 Akti Az ^E T ASW AY 3 
结 分 岔 。 为 了 更 加 清楚 地 说 明 系统 的 分 岔 情况 ,图 5. 16 画 出 了 T, Bf c 变化 
的 分 岔 图 。 
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2 T T T T T 
— c-0.29304 
— c-0.30194 
1.5 -|— c-0.32194 4 
一 c=0.35194 
一 c=0.38194 
1 4 一 c=0.40194 | 
— c-0.42031 
= 05r q 
OF | 
-0.5 F | 
E 1 1 1 1 1 
-L5 -l -0.5 0 0.5 1 L5 
u 
(a) 
2 T T T T T 
psp 1 
1 一 c=0.36437 J 
一 c=0.37677 
> 05r 1 
ot J 
-05r 了 
ai 1 1 1 1 1 
-L5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 


(b) 
图 5.15 静态 KS 方 程 2 轨道 不 同 参数 值 时 的 连续 形变 图 


(a) 2 轨道 不 同 c 值 情 况 下 的 连续 形变 ; (0 CO) 与 2 轨道 对 应 轨道 的 情况 
注意 到 在 c—0. 29304 时 ,(a),(b) 轨 道 有 着 几乎 相同 的 形状 ;而 在 c=0. 42031 时 ， 
(a) ,(c) 轨 道 有 着 几乎 相同 的 形状 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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2 T T T T 
— c-0.34970 
— c-0.35041 
1.5 F |— c=0.36041 ] 
— c=0.37970 
— c-0.38970 
1| c70.40970 4 
— c=0.42031 
> 05r 3 
or 4 
-0.5 上 1 
e 1 " f 1 
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 L5 
u 
(c) 
图 5.15 G) 
16 T T T ] 
14 上 一 0 轨道 4 
一 1 轨道 
2 轨道 
一 与 2 轨道 相对 应 的 轨道 
12 7 
e 


0.2 0.4 0.6 0.8 1 


图 5.16 基本 轨道 的 分 岔 图 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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通过 上 面 的 这 些 表格 我 们 可 以 得 出 结论 : 每 一 类 周期 轨道 都 存在 一 些 窗 
口 。 换 句 话说, 当 周期 了 取 某 些 范 围 内 的 值 时 ,一 些 周期 轨道 就 不 会 存在 。 
对 于 1 轨道 来 说 , 它 在 周期 TE[6. 28,7. 5],[12. 56,15],[18. 84,22. 5] 等 区 
间 存 在 ;而 对 于 2 轨道 来 说 , 它 则 在 周期 TE[L11.71,13.12],[23.42,26. 24], 
[35. 13,39. 36] 等 区 间 存 在 。 我 们 把 这 些 区 间 画 到 一 起 ,这 些 窗 口 有 些 类 似 
于 能 带 图 ,如 图 5. 17 所 示 。 每 一 条 轨道 都 对 应 着 一 列 带 ,四 条 轨道 就 对 应 着 
4 个 带 。 只 要 周期 在 轨道 的 带 内 ,这 条 周期 轨道 就 应 该 存在 , 它 对 应 着 一 个 待 
EW c fÉ. 
39.36 


37.68 
37.5 


35.13 


31.4 
30 


LU 


25.12 
23.42 
22.5 


26.24 二 二 
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IL AIL M 


15 
13.12 
12.56 
11.77 


| 
| 


mM Il 


Tl 


7.5 
6.28 


周期 轨道 


图 5.17 不 同 c 值 情况 下 四 条 基本 轨道 可 能 存在 的 周期 
蓝 线 表示 这 四 条 基本 轨道 都 不 存在 , 绿 线 表 示 只 有 0 轨道 和 1 轨道 是 存在 的 
红线 则 表示 这 四 条 基本 轨道 都 存在 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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因此 我 们 可 以 这 样 认为 ,每 一 条 轨道 都 属于 类 似 于 一 列 带 的 一 族 。 我 们 
把 这 四 族 画 在 图 5. 17 里 ,发 现 当 TE (0,6. 28) 时 (图 中 蓝 线 ), 四 条 基本 轨道 
都 不 存在 。 当 T€[18.84.22. 5] 时 ( 绿 线 ), 只 有 0 轨道 和 1 轨道 是 存在 的 。 
而 当 TE[35.13,37. 5] 时 (红线 ), 四 种 基本 轨道 都 存在 。 


5.5 小 结 与 讨论 


本 章 系统 地 研究 了 静态 KS 方程 的 不 稳定 周期 轨道 。 因 为 大 多 数 轨 道 在 
数值 积分 时 将 逃逸 ,我 们 采用 变 分 法 来 寻找 周期 轨道 。 研 究 了 在 固定 系统 尺 
RE L—43. 5 时 动力 系统 重要 的 不 动 点 。KS 方程 的 一 条 长 轨道 空间 波形 图 的 
平均 极 大 值 数 与 基于 不 动 点 的 权重 计算 的 结果 吻合 得 很 好 ,这 也 验证 了 这 些 
不 动 点 的 组 织 作用 。 当 固定 的 积分 常数 取 c= 0. 40194 时 ,四 条 简单 的 轨道 被 
用 作 奇 怪 吸引 子 的 组 成 单元 ,寻找 更 长 的 周期 轨道 通过 对 这 些 基 本 轨道 的 片 
段 进行 拼接 来 初始 化 , 变 分 法 可 以 收敛 到 要 找 的 轨道 上 去 。 拓 扑 存 在 性 使 得 
我 们 能 够 建立 符号 动力 学 来 分 类 这 些 周期 轨道 。 我 们 也 研究 了 所 有 找到 的 
周期 轨道 在 庞 加 莱 截 面 上 的 二 维 映 射 ,并 且 得 到 了 截面 上 不 同 区 域 点 之 间 跳 
跃 以 及 符号 序列 的 一 些 经 验 规 律 。 我 们 还 利用 多 尺度 平均 微 扰 方法 分 析 了 
静态 KS 方程 在 小 c 值 时 相 空间 轨道 的 分 布 情况 ,由 此 看 出 系统 的 动力 学 行 
为 极其 复杂 ,多 条 异 宿 轨道 和 周期 轨道 同时 存在 。 当 改变 c 值 时 ,也 研究 了 四 
条 基本 轨道 的 分 岔 情况 。 我 们 得 出 结论 ,每 一 条 基本 轨道 都 对 应 了 一 组 不 同 
参数 的 带 。 如 果 周 期 处 于 带 以 外 的 地 方 , 则 该 周期 的 轨道 是 不 存在 的 。 

拓扑 的 分 析 方 法 同时 也 为 我 们 提供 了 一 种 暗示 : 如 何 系统 地 分 类 所 有 的 
短 周 期 轨道 以 及 在 非 线性 系统 的 态 空 间 里 构建 符号 动力 学 。 正 如 我 们 看 到 
的 那样 ,如 果 系 统 的 耗 散 性 不 强 , 庞 加 莱 截 面 上 的 回归 映射 很 可 能 会 相当 复 
杂 , 通 常 来 讲 很 难 有 效 地 建立 符号 动力 学 。 利 用 整 条 轨道 的 拓扑 性 质 可 以 表 
现 出 有 趣 的 动力 学 结构 ,对 建立 符号 动力 学 至 关 重 要 ,而 这 单单 从 回归 映射 
图 里 是 很 难 直接 看 出 来 的 。 如 何在 高 维 态 空间 诸如 流体 系统 里 ,成 功 观察 到 
这 样 的 规律 是 一 个 开放 式 的 问题 。 正 如 本 章 介绍 的 那样 ,利用 短 的 轨道 片段 
来 构建 较 长 的 轨道 或 许 提供 了 一 种 方便 的 手段 来 对 轨道 进行 编码 。 

在 本 章 ,我 们 只 是 粗糙 的 研究 了 不 动 点 的 组 织 作用 。 目 前 来 说 确实 不 像 
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是 存在 一 种 更 清楚 的 方式 可 以 用 来 权重 不 动 点 的 重要 性 。 为 了 理解 整体 动 
力学 ,我 们 需要 更 详细 地 剖析 这 些 不 动 点 带 来 的 影响 。 从 一 个 不 动 点 到 另 一 
个 不 动 点 的 变换 经 常 需要 周期 轨道 或 者 马鞍 型 的 环 来 协调 ,或 是 通过 连接 轨 
道 来 协调 。 如 何 有 效 地 在 态 空 间 里 找到 这 些 重 要 的 低 维 不 变 结构 仍然 面临 
着 挑战 ,第 6 章 我 们 将 讨论 如 何 用 变 分 法 来 计算 静态 KS 方程 复杂 的 连接 
轨道 。 


第 6 章 静态 Kuramoto-Sivashinsky 
方程 的 连接 轨道 


第 5 章 系统 地 研究 了 静态 KS 方程 的 不 稳定 周期 轨道 ,并 根据 轨道 的 拓 
扑 结构 建立 了 符号 动力 学 对 全 部 短 轨道 加 以 归 类 。 本 章 我 们 将 要 发 展 第 3 章 
介绍 的 用 来 寻找 动力 系统 周期 轨道 的 变 分 法 ,使 之 也 可 以 用 来 计算 静态 KS 
方程 具有 螺旋 形状 复杂 结构 的 连接 轨道 。 与 第 3 章 的 方式 类 似 ,首先 对 一 条 
连接 轨道 做 出 合适 的 初始 猜想 ,一 个 同 伦 演化 方程 将 把 这 条 猜想 的 连接 轨道 
逐渐 修正 成 系统 真实 的 连接 轨道 。 对 于 寻找 简单 结构 的 连接 轨道 ,该 方法 的 
一 个 好 处 就 是 不 需要 作 线 性 化 计算 。 本 章 的 最 后 将 给 出 几 个 典型 的 非 线性 
动力 系统 中 寻找 连接 轨道 的 例子 ,特别 要 指出 的 是 ,静态 KS 方程 的 一 些 异 宿 
轨道 可 以 通过 变 分 法 计算 出 来 ,这 些 轨道 显示 出 了 有 趣 的 拓扑 结构 ,与 第 5 章 
找到 的 该 系统 的 不 稳定 周期 轨道 有 着 紧密 的 联系 。 


6.1 背景 介绍 


动力 系统 中 轨道 结构 的 改变 通常 和 连接 两 个 不 同 不 动 点 的 异 宿 轨道 的 
产生 或 消失 息息相关 。 而 同 宿 轨道 则 是 一 条 连接 同一 个 不 动 点 的 轨道 ,这 样 
的 轨道 通常 是 在 周期 轨道 取 极限 的 情况 下 产生 的 , 即 相 空间 里 周期 轨道 的 周 
期 变 为 无 穷 大 。 在 进行 分 岔 分 析 时 , 同 宿 轨 道 的 出 现 通常 也 就 标志 着 动力 系 
统 混沌 行为 的 出 现 。 研 究 这 类 轨道 有 许多 实际 的 应 用 ,例如 ,寻找 抛物 线 型 
非 线性 偏 微分 方程 行 波 解 这 个 问题 ,就 和 寻找 与 之 联系 的 一 个 常 微分 方程 系 
统 的 异 宿 轨道 问题 是 等 价 的 3 。 而 连接 轨道 存在 的 更 重要 的 意义 就 在 于 ， 
它 是 应 用 施 尔 尼 科 夫 (Shil'nikov) 定 理 或 梅 尔 尼 科 夫 (Melnikov) 理 论 的 
Pi OM 
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对 于 哈密 顿 系统 来 讲 可 以 通过 势 函 数 计算 出 连接 轨道 。 对 于 非 哈 密 顿 
系统 而 言 , 要 想 找 到 这 样 的 轨道 就 复杂 些 。 最 近 这 些 年 ,许多 研究 者 都 对 计 
算 连 接轨 道 感 兴趣 。 同 宿 轨道 可 以 由 一 系列 连续 的 周期 解 来 近似 ,这 些 周期 
解 有 着 越 来 越 大 的 周期 ,可 以 通过 样 分 段 多 项 式 排列 法 计算 出 来 。Lin 方法 
通过 定义 一 个 隔离 了 不 动 点 的 余 维 数 1 超 平面 来 系统 地 计算 连接 轨 
GOOD 。 文 献 [142] 和 文献 [143] 也 基于 有 限 差 分 法 讨论 了 如 何 计算 连 接轨 
道 。 在 他 们 的 计算 中 ,最 末 点 被 放 到 了 不 动 点 的 本 征 矢 方 向 ,时 间 归 一 到 了 
[0,1] 内 。 拜 恩 把 异 宿 轨道 当 作 是 一 个 在 近似 有 限 域 LT- ,T+] 上 的 边界 值 问 
FMS) ,边界 条 件 可 以 通过 把 末 点 投影 到 不 动 点 周围 的 稳定 或 不 稳定 方向 
上 来 决定 。 这 些 方 法 把 寻找 连接 轨道 的 问题 约 化 到 了 有 限 域内 ,对 末 点 使 用 
了 线性 近似 。 

在 文献 [146] 里 ,作者 提出 了 一 种 合理 的 谱 方法 ,该 方法 不 需要 在 有 限 间 
隔 内 进行 截断 ,因此 避免 了 要 在 无 界 域内 满足 边界 条 件 的 困难 。 尽 管 该 方法 
在 平滑 的 矢量 场 里 很 有 效 , 但 是 在 处 理 高 维 流 问题 时 所 涉及 的 计算 就 较为 繁 
琐 。 文 献 L[147] 采 用 了 弧 长 参数 法 ,利用 连接 轨道 的 内 在 几何 测度 来 避免 解 
无 界 域内 的 边界 值 问 题 。 文 献 [148] 提 出 了 在 解 低 维 流 问 题 时 比较 有 效 的 厄 
米 谱 方法 ,该 方法 通过 解 大量 的 代数 方程 来 计算 同 宿 轨道 以 及 定义 在 轨道 上 
的 非 线 性 函数 。 对 于 计算 连接 轨道 所 涉及 的 常 微分 方程 边 值 问题 ,采用 复杂 
数值 计算 技术 的 许多 有 效 软件 包 可 以 获取 5 ,如 常 微 分 方程 求解 器 
COLSYS,MatCont 以 及 AUTO 的 HomCont 软件 包 等 。 

变 分 法 通常 用 来 数值 计算 哈密 顿 系统 中 的 连接 轨道 cs 。 本 书 第 3 章 介 
绍 了 用 来 寻找 一 般 流 中 不 稳定 周期 轨道 的 变 分 法 ,其 物理 思想 是 通过 初始 化 
一 个 猜想 圈 而 不 是 一 个 点 。 我 们 的 算法 将 使 成 本 函数 朝 着 减 小 的 方向 演化 ， 
使 得 圈 上 每 个 点 的 切 速度 和 矢量 场 的 流速 度 都 变 得 一 致 ,猜想 的 轨道 最 后 会 
收敛 到 系统 真实 的 周期 轨道 上 来 。 变 分 法 的 收敛 速度 很 快 且 稳 定性 较 好 , 寻 
找 不 稳定 周期 轨道 很 方便 ,特别 是 能 够 找到 一 些 其 他 方法 无 法 找到 的 周期 轨 
道 。 我 们 现在 的 想法 与 之 类 似 ,尝试 通过 初始 化 一 条 猜想 的 连接 轨道 ,然后 
使 之 逐渐 演化 到 真实 的 连接 轨道 上 来 。 前 面 介绍 的 初始 化 方式 及 加 速 手 段 
在 这 里 同样 可 以 采用 。 但 是 我 们 面临 一 个 问题 : 速度 矢量 在 不 动 点 附近 变 得 
极 小 ,轨道 的 周期 变 为 无 穷 大 。 显 然 不 能 像 前 面 那样 让 点 随时 间 均 匀 分 布 ， 
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这 势必 会 造成 在 不 动 点 周围 积聚 大 量 的 点 ,使 得 描述 轨道 的 点 在 远离 不 动 点 
处 产生 大 的 空隙 ,严重 影响 计算 精度 。 取 而 代 之 ,这 里 将 要 按照 弧 长 来 分 布 
初始 的 猜想 点 。 因 此 这 种 情况 下 ,用 来 寻找 周期 轨道 的 周期 性 边界 被 具有 固 
定 值 的 边界 所 取代 ,在 进行 迭代 计算 时 使 用 的 矩阵 变 得 高 度 带 状 化 ,这 将 大 
大 提升 计算 速度 。 

已 有 的 众多 寻找 连接 轨道 的 工作 ,其 基本 思想 是 把 连接 轨道 当成 是 有 限 
时 间 域 内 边界 值 问 题 的 解 ,通过 附加 合适 的 边界 条 件 , 确 保 轨道 始 于 或 是 终 
止 于 近似 的 稳定 或 不 稳定 的 本 征 空间 内 。 这 些 工作 都 离 不 开 对 不 动 点 周围 
作 线性 化 ,进而 计算 它 的 本 征 值 和 本 征 矢量 ,这 会 带 来 一 定 的 不 便 。 特 别 是 
在 高 维 相 空间 中 ,不 动 点 往往 具有 多 个 稳定 和 不 稳定 的 方向 。 对 于 寻找 简单 
的 连接 轨道 ,改进 的 变 分 法 将 会 避免 做 线性 化 计算 。 更 常见 的 是 ,动力 系统 
的 连接 轨道 在 不 动 点 周围 具有 螺旋 形状 , 变 分 法 也 可 以 很 方便 地 计算 出 这 种 
复杂 结构 的 轨道 。 尽 管 这 时 需要 进行 线性 化 计算 ,但 即便 是 在 高 维 相 空 间 
中 ,该 方法 计算 鞍点 间 的 连接 轨道 仍然 很 有 效 5 。 

本 章 的 内 容 安排 如 下 : 在 6.2 节 , 为 了 计算 静态 KS 方程 的 连接 轨道 ,我 
们 将 对 采用 的 理论 方法 作 一 介绍 。 通 过 适当 修改 寻找 周期 轨道 的 变 分 法 , 特 
别 是 边界 条 件 以 及 初始 猜想 点 的 分 布 , 设 计 出 不 同 的 方案 用 于 计算 同 宿 异 宿 
轨道 ,我 们 称 为 弧 长 参数 化 法 以 及 移动 网 格 技术 法 。 此 外 还 将 介绍 如 何 处 理 
边界 格 点 以 及 所 选取 的 规范 条 件 ,我 们 延伸 该 方法 用 来 寻找 具有 螺旋 形状 的 
连接 轨道 。 在 6. 3 节 ,我 们 举 了 几 个 计算 非 线 性 动力 系统 中 连接 轨道 的 例子 ， 
成 功 地 计算 出 了 静态 KS 方程 的 连接 轨道 。 最 后 在 6. 4 节 , 我 们 对 本 章 内 容 
做 了 总 结 和 讨论 。 


道 
道 


6.2 理论 方法 


6.2.1 方案 一 : 弧 长 参数 化 法 


首先 考虑 一 个 由 常 微分 方程 定义 的 流 : 
u(t) = fu) (6-1) 
其 中 ER",1ER, 如 果 式 (6-1) 存 在 一 个 解 uD) ,并 且 满 足 
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w= limul), w= limato flu) =0 (6-2) 
那么 在 u- =u 的 情况 下 ,这 条 轨道 称 为 同 宿 轨道 ; 4 As 时 ,这 条 轨道 称 
为 异 宿 轨道 。 本 章 讨论 用 变 分 法 计算 静态 KS 方程 中 这 种 类 型 的 轨道 。 
首先 回顾 一 下 第 3 章 介 绍 的 用 来 寻找 不 稳定 周期 轨道 的 变 分 法 。 出 发 点 
是 依据 圈 演 化 的 基本 方程 : 


Sg —319)——(—42) (6-3) 
or 


这 里 给 定 的 动力 系统 是 由 xX — v(x) LW. v —d x /ds 定义 了 圈 上 一 点 的 速 
度 ,其 中 se [0,2xj 是 用 来 参数 化 圈 的 内 京 坐标 。r 是 描述 圈 演 化 的 虚拟 时 
li]. both A 所 起 的 作用 是 调节 5 的 大 小 使 之 与 v 相 匹 配 。 在 第 3 章 的 计算 
中 , 沿 着 圈 4 二 4(r) 是 常数 ,但 是 随 着 时 间 + 变化。 通过 上 面 的 这 些 定义 
式 (6-3) 可 以 展开 成 以 下 形式 : 

ax 


ax 3v a¥ A 
Ias "3x ^de ae 55 3x3 Saca) 


后 面 ,我 们 将 通过 引入 一 个 用 于 消除 沿 着 圈 平 移 不 变性 的 规范 条 件 来 解 上 面 
这 个 偏 微 分 方程 。 

数值 计算 时 如 果 方 程 (6-4) 像 第 3 章 那 样 离散 化 , 当 找 到 一 条 周期 轨道 时 
计算 出 来 的 点 会 随 着 时 间 均 匀 分 布 。 在 寻找 同 宿 或 异 宿 轨道 时 ,因为 在 不 动 
点 的 周围 将 会 聚集 大 量 的 点 ,所 以 这 种 参数 化 的 方式 根本 不 起 作用 ,我 们 需 
要 修改 点 的 分 布 来 更 加 有 效 的 表示 连接 轨道 。 

这 里 采用 弧 长 来 参数 化 圈 , 那 么 可 以 将 圈 演 化 方程 写 为 


afa v 二 v 
(a-a) ($3 727) (6-5) 
我 们 得 到 
py 9x z v aa v n : 
cu 2 10 - Tete Tet OO 


其 中 1 是 dxd 的 单位 矩阵 ,vv 是 一 个 并 矢 符 号 表示 d Xd WH vv. m 
式 (6-6) ,连接 轨道 的 弧 长 为 
= 2zÀ (6-7) 
注意 到 如 果 |wv| 太 小 的 话 , 式 (6-6) 左 边 的 第 一 项 会 带 来 数值 不 稳定 问 
题 。 这 可 以 通过 引入 坐标 变换 来 改进 ,我 们 在 6. 2. 2 节 里 详细 介绍 。 
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6.2.2 方案 二 : 移动 网 格 技术 


这 一 节 , 我 们 介绍 另 一 种 重新 参数 化 连接 轨道 的 技术 。 在 式 (6-4) 中 , 假 

XE s 仍然 是 和 时 间 近 似 成 比例 的 ,但 是 *=s(a) 是 用 新 参数 a 来 重新 参数 化 

的 。 也 就 是 说 ,这 里 选择 a€E [0,2x] 作 为 新 的 参数 
9 _ dad 


EI (6-8) 
BS x Po HS cR AY SE HE I A E R wa) A , 
b = w) = VITCToT (6-9) 


这 里 C 是 一 个 可 调 的 参数 。 当 取 C=0 时 则 we) = 1. BNR SS 9. T es BERT [8] 35] 
匀 分 布 的 情形 。 当 Co oom IBA we GO ~ | v | ,点 就 随 着 弧 长 均匀 分 布 。 如 
RH a RRIK ,我 们 选取 


da 
3 M (6-10) 
通过 采取 这 种 参数 化 , 式 (6-4) 变 成 
az 3v aT A 2x 
ell "ata ae wu (6-11) 


当然 ,也 可 以 根据 实际 需要 在 式 (6-9) 里 选择 其 他 的 C 值 。 从 式 (6-11) 可 以 
看 到 ,6. 2. 1 节 遇 到 的 数值 不 稳定 问题 看 起 来 得 到 了 解决 。 


6.2.3 边界 和 规范 条 件 


为 了 使 方程 的 数目 与 未 知 量 的 数目 相 一 致 .还 需要 添加 一 个 规范 条 件 来 
解 式 (6-11)。 这 里 ,我们 通过 使 函数 式 (6-12) 取 最 小 值 来 选取 规范 固定 条 件 


2x 
E(o) -Í | x G) — x" (s +o) || ?ds (6-12) 
0 
其 中 at RIR n 次 迭代 后 圈 的 坐标 。 当 o=0 时 ,最 小 化 条 件 为 
E'(0) —0 (6-13) 
这 给 出 
2x 
| (xt (5) —x"* GO 07 Cs) ds = 0 (6-14) 
0 


即 
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Sox + v =0 (6-15) 
式 (6-15) 的 这 一 条 件 主要 限制 点 沿 着 圈 的 横向 方向 移动 。 如 果 一 些 点 必须 
沿 着 圈 移 动 的 话 ,那么 其 他 的 点 则 要 朝 着 相反 的 方向 移动 ,以 保持 沿 着 圈 方 
向 上 总 的 移动 大 小 是 零 。 
当 离 散 化 一 条 轨道 时 , 阅 速 度 5 一 全 Ds 在 不 动 点 旁边 的 两 个 边界 格 点 
处 使 用 三 点 近似 ,而 其 他 的 点 则 采用 五 点 近似 , 即 


0 6 ) 


—6 0 
(6-16) 
其 中 由 一 2r/N。 这 里 ,每 一 个 数字 代表 着 一 个 &dXd 的 矩阵 ,空白 处 为 零 。 
数值 计算 时 ,我 们 写成 以 虚拟 的 时 间 步 长 Sr 作为 迭代 的 欧 拉 步 长 , 变 分 
方程 (6-11) 离 散 化 的 迭代 形式 是 


A 一 ?5116F $— 2 
. | E ix ES (6-17) 
o Ja 0 


sth A= | v|D—AdiaglA, 4A; 7 An] A; 二 9v;/9x; 是 速度 的 梯度 场 ,名 二 
Cay «y t oy D= (Gy «0 nn By)! 是 我 们 想 要 匹配 的 两 个 矢量 场 : 圈 速 度 
和 系统 真实 的 流速 度 。6 是 一 个 Nd 维 的 行 矢量 , 它 为 坐标 变化 强加 了 规范 条 
件 。 从 式 (6-17) 看 到 ,该 式 与 第 3 章 的 变 分 计算 周期 轨道 的 表达 式 类 似 。 通 
过 和 迭代 式 (6-17) 不 断 修正 点 的 坐标 值 ,使 之 最 后 收 笋 到 想 要 寻找 的 同 宿 或 异 
宿 轨道 上 来 。 我 们 也 看 到 由 于 两 个 渐 近 不 动 点 是 已 知 的 ,因此 可 以 被 移 到 
式 (6-17) 的 右边 ,这 使 得 计算 周期 轨道 时 带 状 矩阵 A 中 出 现 的 周期 项 消失 了 。 
这 种 边界 条 件 只 是 对 结构 简单 的 连接 轨道 适用 , 式 (6-17) 左 边 的 矩阵 可 以 更 
快 地 求 出 着, 使 得 计算 更 为 有 效 。 


2 
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我 们 还 会 面临 其 他 一 些 问题 。 采 用 五 点 法 来 寻找 不 稳定 的 周期 轨道 ,而 
在 寻找 同 宿 或 异 宿 轨道 时 ,尽管 大 多 数 的 点 仍然 可 以 保持 这 样 的 精度 ,但 由 
于 不 动 点 是 已 知 的 , 它 附近 的 点 的 计算 精度 就 变 得 只 有 2 阶 了 ,如 图 6. 1 所 
示 。 我 们 可 以 通过 在 不 动 点 附近 多 分 布 一 些 点 来 进行 计算 以 提高 精度 。 由 
式 (6-9) ,如 果 根 据 实际 情况 选取 合适 的 CE (0.000 ,计算 时 在 不 动 点 的 周围 
将 会 分 布 更 多 的 点 。 后 面 进行 计 算 时 ,我 们 取 C=5000 时 计算 出 的 轨道 精度 


是 令 人 满意 的 。 
gx i N 
4 阶 精度 \ 
一 > 2 阶 精度 2 阶 精度 < 一 x 
不 动 点 (已 知 ) 不 动 点 (已 知 ) 


图 6.1 蜡 宿 轨道 上 不 同位 置 的 点 有 着 不 一 样 的 精度 
靠近 不 动 点 附近 的 边界 点 有 着 2 阶 计 算 精 度 ,其 余 的 点 则 有 着 4 阶 计 算 精 度 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 


6.2.4 变 分 法 的 拓展 


前 面 介绍 的 方法 适用 于 寻找 具有 简单 结构 的 同 宿 或 异 宿 轨道 。 然 而 在 
大 多 数 的 物理 系统 中 ,例如 静态 KS 方程 ,数学 上 已 经 证 明了 在 相当 大 的 参数 
值 范 围 内 ,系统 存在 螺旋 形状 的 连接 轨道 。 这 种 类 型 的 轨道 通常 从 一 个 不 动 
点 发 出 ,在 它 的 周围 螺旋 运动 多 圈 , 而 在 男 一 个 不 动 点 的 周围 也 可 能 有 类 似 
的 螺旋 结构 。 文 献 [153j 里 用 正 交 排列 技术 数值 计算 了 螺旋 形状 的 连接 轨 
道 , 作 者 在 著名 的 洛 伦 兹 方程 中 找到 了 大 量 的 高 精度 异 宿 轨道 。 这 类 螺旋 形 
状 的 连接 轨道 在 修正 的 范 德 波 尔 - 杜 芬 电 路 等 其 他 系统 中 也 可 用 类 似 的 方法 


第 6 章 静态 Kuramoto-Sivashinsky 方程 的 连接 轨道 “135% 


BEM 。 通 过 拓展 变 分 法 ,我 们 同样 可 以 计算 出 这 种 类 型 的 连接 轨道 。 
由 于 这 种 轨道 具有 特殊 的 结构 ,边界 条 件 易 受 到 改变 ,因此 需要 在 螺旋 的 鞍 
点 周围 进行 线性 化 。 这 里 不 采用 常用 的 显 式 或 投影 边界 条 件 ,而 是 采取 逆 演 
化 来 构造 边界 条 件 , 这 在 使 用 变 分 法 时 很 方便 。 

在 高 维 情况 下 ,对 不 动 点 进行 线性 化 计算 后 会 得 到 多 个 稳定 和 不 稳定 的 
方向 ,所 以 通常 难以 精确 的 判断 某 一 条 连接 轨道 是 从 哪个 方向 发 出 或 是 抵达 
的 。 为 了 解决 这 个 困难 ,我 们 需要 把 第 一 个 点 放 在 不 动 点 的 附近 ,这 里 取 下 
面 的 限制 条 件 


(x—x*óx —0 (6-18) 
其 中 x 是 已 知 不 动 点 的 坐标 。 对 于 螺旋 形 轨道 ,在 边界 格 点 处 的 不 动 点 不 能 
直接 用 来 计算 圈 速 度 ,我 们 需要 在 第 一 个 或 是 最 后 一 个 格 点 外 补充 构建 一 个 
额外 的 点 。 例 如 ,可 以 通过 如 下 的 方式 构建 : 沿 着 不 稳定 流 形 逆 演 化 第 一 个 
格 点 一 段 时 间 产 生出 一 个 新 点 ,下 面 是 我 们 的 处 理 过 程 。 梯 度 和 矩阵 A = 
X 'BX 可 以 借助 于 X 对 角 化 成 对 角 和 矩阵 吾 , 它 可 以 分 解 成 下 面 的 两 个 矩阵 ， 

di 
dz 


“a 
| " | da 
(6-19) 


其 中 di ,… ,di 的 实 部 都 是 大 于 零 的 ,di,…,ds 的 实 部 都 是 小 于 零 的 。 也 
就 是 说 了 8 一 B +B, ,因此 By 对 应 着 不 稳定 的 方向 ,而 B; 则 对 应 着 稳定 的 方 
向 。 在 某 些 情况 下 ,可 能 存在 对 矩阵 B 进行 直接 分 解 的 方法 ,从 而 避免 了 特 
征 值 计算 。 在 轨道 向 外 螺旋 的 一 端 ,6x 要 保证 在 稳定 方向 上 没有 投影 ,虚拟 
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的 格 点 可 以 通过 下 式 计 算出 来 ; 


x(t) = Eh (1 Ait SAI! — Laie paeje (6-20) 


Hr x 是 第 一 个 格 点 的 坐标 ,4: = XB X :使 得 轨道 沿 着 不 稳定 的 方向 演化 。 
在 轨道 螺旋 向 内 旋 进 的 另 一 端 ,我 们 对 稳定 方向 做 类 似 的 处 理 。 时 间 步 长 
可 以 通过 第 一 个 格 点 和 第 二 个 格 点 间 的 时 间 间 隔 来 选取 ,所 以 实际 上 在 每 一 


步 虚拟 的 格 点 都 可 精确 计算 并 且 与 第 一 个 格 点 是 线性 相关 的 。 因 此 ,矩阵 人 
仍然 是 没有 周期 项 的 带 状 矩阵 。 通 过 这 种 方式 ,我们 能 够 计算 出 边界 处 的 圈 
速度 ,然后 通过 迭代 式 (6-17) ,初始 猜想 的 连接 轨道 向 着 系统 真实 的 连接 轨 

数值 计算 时 , 带 状 对 角 和 矩阵 同样 可 以 通过 LU 分 解 来 求 逆 ,这 占据 了 较 多 
的 时 间 ,可 通过 如 下 的 迭代 程序 来 加 速 : 一 次 LU 分 解 用 于 许多 次 的 迭代 ,也 
就 是 说 ,用 当前 步 的 LU 分 解 来 近似 做 下 一 步 的 求 逆 计 算 , 逆 和 矩阵 可 以 通过 和 迭 
代 程 序 精确 计算 得 出 。 此 外 , 步 长 也 可 以 根据 实际 情况 作出 调整 ,可 以 在 最 
后 阶段 取 oc— 1 恢复 无 阻尼 牛顿 法 的 快速 收敛 性 。 男 一 方面 ,为 了 得 到 一 个 
具有 相对 低 精度 的 解 ,我 们 最 初 使 用 少量 且 合 理 数目 的 点 。 在 计算 出 了 一 条 
粗糙 的 连接 轨道 后 ,插入 更 多 的 点 来 构造 一 个 修正 了 的 轨道 猜想 ,这 往往 具 
有 很 快 的 收敛 速度 。 


6.3 一 些 例子 


在 本 节 ,我 们 举 几 个 用 变 分 法 计算 连接 轨道 的 例子 。 在 下 面 的 几 个 例子 
中 ,计算 精度 可 以 达到 10 。 


6.3.1 洛 伦 兹 方程 


我 们 以 洛 伦 兹 方程 为 例 , 该 方程 最 早 是 从 大 气 热 对 流 模 型 中 推导 出 来 
的 ,方程 的 形式 为 


y—ór—y—ax (6-21) 
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现在 说 明 如 何 找 到 螺旋 形状 的 连接 轨道 ,该 方程 在 4 一 10.5 一 6 和 =£ 


IN FE EB AR ZI ZR SP LTO 。 对 系统 的 动力 学 有 一 定 的 了 解 可 以 更 
好 地 设置 初始 猜想 。 根 据 数 值 上 观察 到 的 系统 动力 学 ,初始 猜想 通过 如 下 方 
式 获得 : 在 不 动 点 (0,0,0) 附 近 取 一 个 点 ,然后 演化 该 点 直到 它 接近 焦点 ,以 


同 ,原点 附近 的 情况 较为 简单 ,而 在 另 一 处 则 应 采用 螺旋 结构 的 连接 条 件 。 
由 于 系统 的 焦点 是 稳定 的 ,我 们 在 焦点 附近 没有 进行 线性 化 计算 。 图 6.2 展 
示 了 用 变 分 法 找到 的 两 条 异 宿 轨道 ,它们 分 别 连接 着 原点 以 及 两 个 对 称 的 不 
动 点 ,在 计算 时 我 们 使 用 了 2000 个 点 。 一 条 好 的 初始 猜想 轨道 是 很 重要 的 ， 
否则 的 话 很 可 能 会 寻找 失败 。 


8 r T T r r 


7+4 


6 上 


图 6.2 洛 伦 北方 程 两 条 螺旋 形状 的 异 宿 轨道 
图 中 的 红线 是 初始 猜想 的 连接 轨道 , 蓝 线 是 系统 真实 的 连接 轨道 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 


6.3.2 KS 方程 


本 节 我 们 举 一 个 在 高 维 相 空 间 中 应 用 变 分 法 寻找 KS 方程 连接 轨道 的 例 
子 。KS 方程 形式 如 下 : 
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d, = [(hq)? —v (hq )* Jax — kq >) and is (6-22) 


式 中 ,v= 二 1,g 二 2x/L。 当 KS 方程 的 参数 取 工 一 22 时 ,系统 存在 一 条 异 宿 轨 
iH") ,图 6. 3 展示 了 用 变 分 法 找到 的 这 条 异 宿 轨道 。 初始化 是 这 样 完 成 的 : 
首先 在 距离 不 动 点 Eo0. 01 远 处 的 球面 上 沿 着 不 稳定 的 本 征 方向 选取 一 点 ， 
演化 一 段 时 间 后 获取 了 一 部 分 的 猜想 轨道 片段 。 对 于 不 动 点 E, 采取 类 似 的 
处 理 过 程 , 使 我 们 获取 另 一 部 分 的 轨道 片段 。 最 后 把 这 两 部 分 片段 手动 连接 
起 来 作为 初始 猜想 ,在 计算 时 我 们 使 用 了 6000 个 点 。 坐 标 轴 wm 、v。 和 vy 是 
由 Ree, Ime, 和 Ree; 的 格拉 姆 - 施 密 特 (Gram-Schmidt) 正 交 化 构建 的 ,这 里 
e; 是 不 动 点 Eo 的 本 征 矢量 。 


0.5 
D 0 E, 
Eo 
-0.5 
0 0.5 
0.5 9 
1 
v, -0.5 v) 


图 6.3 KS 方程 的 一 条 螺旋 形 异 宿 轨 道 ,E。 和 El 是 两 个 不 动 点 ,128 个 傅 里 叶 模 截断 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 


6.3.3 静态 KS 方程 


一 些 动力 系统 中 存在 包含 周期 轨道 的 复杂 连接 轨道 ,现在 以 静态 KS 方 
程 为 例 来 说 明 寻 找 此 类 连接 轨道 。 静 态 KS 方程 满足 : 


(u=v 
imo (6-23) 
w= 1—à— d 
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式 中 ,是 一 个 参数 , 当 ) 王 1 时 ,至 少 存在 一 条 连接 不 动 点 (一 V2,0,0) 和 (V2， 
0,0) 对 称 的 异 宿 轨 道 。 应 用 变 分 法 ,我 们 找到 了 该 系统 的 四 条 连接 轨道 。 
图 6.4 展示 了 这 四 条 轨道 在 uv 轴 上 的 投影 ,我 们 在 图 6.4(a) 和 (b) 中 用 了 
3000 个 点 ,图 6.4(c) 和 (d) 中 用 了 4000 个 点 。 图 6.4(a) 轨 道 的 初始 化 是 这 样 
做 的 : 首先 在 到 不 动 点 (V2,0,0) 距 离 为 0.02 远 处 的 球面 上 沿 着 不 稳定 的 本 
征 方向 选取 一 点 ,演化 一 段 时 间 后 获取 右 半 部 分 的 猜想 轨道 。 对 于 左 半 部 分 
的 猜想 轨道 ,也 有 类 似 的 过 程 。 然 后 把 左右 两 部 分 手动 连接 起 来 作为 初始 猜 
想 轨道 。 对 于 图 6.4(b) 和 (c) 的 轨道 ,初始 猜想 是 通过 把 左右 这 两 部 分 的 轨 
道 和 第 5 章 中 发 现 的 最 简单 的 周期 轨道 手动 连接 起 来 获得 的 。 图 6.4(d) 中 
的 初始 猜想 轨道 则 是 通过 连接 更 加 复杂 的 周期 轨道 构建 的 。 

图 6.4(b)、(c) 和 (d) 中 的 这 几 条 轨道 计算 起 来 是 比较 困难 的 ,部 分 原因 
是 系统 式 (6-23) 的 紧 致 不 变 集 是 一 个 鞍点 ,所 以 大 多 数 的 轨道 通常 都 会 在 很 
短 的 时 间 内 逃逸 到 无 穷 远 处 。 多 点 打靶 法 对 这 个 系统 不 适用 ,而 变 分 法 就 


2 


-2 上 


-3 2 =I 0 1 2 3 
(a) 


图 6.4 变 分 法 计算 出 的 静态 KS 方程 四 条 对 称 的 螺旋 形 连 接轨 道 
(阅读 彩 图 请 扫 158 页 二 维 码 ) 
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(d) 


图 6.4 (5D 


显得 很 有 效 。 另 一 方面 ,因为 方程 (6-23) 是 保 测度 的 ,所 以 存在 一 族 异 宿 轨 
道 也 是 可 以 预期 的 ,对 于 4 三 0 系统 的 分 岔 序列 是 极其 复杂 的 。 第 5 章 中 我 们 
介绍 了 可 以 根据 周期 轨道 的 拓扑 结构 对 其 进行 分 类 ,类 似 的 手段 在 研究 静态 
KS 方程 连接 轨道 时 也 很 可 能 是 有 效 的 ,例如 我 们 可 以 根据 轨道 绕 着 两 个 不 
动 点 的 圈 数 建立 符号 序列 ,以 此 来 标定 对 应 的 连接 轨道 。 


6.4 小结 与 讨论 


本 童 通过 适当 修改 寻找 不 稳定 周期 轨道 WA 
布 ,首先 介绍 了 一 种 用 来 寻找 非 线 性 动力 系统 中 连接 轨道 的 理论 方法 。 
变 分 法 ,我 们 也 举 了 寻找 一 些 典型 系统 连接 轨道 的 例子 。 a 
相 比 ,此 方法 在 寻找 简单 结构 的 连接 轨道 时 ,不 需要 在 不 动 点 附近 作 线 性 化 
处 理 ,从 而 大 大 方便 了 计算 。 此 外 , 变 分 法 也 能 够 用 来 寻找 具有 复杂 结构 的 
螺旋 形状 的 连接 轨道 。 该 方法 与 第 3 童 介绍 的 寻找 不 稳定 周期 轨道 的 变 分 法 
有 着 密切 联系 。 
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我 们 看 到 ,计算 过 程 中 遇 到 的 数值 不 稳定 困难 通过 引入 坐标 变换 得 到 了 
解决 。 在 寻找 螺旋 形 的 轨道 时 , 极 坐标 或 许可 以 被 用 来 处 理 无 穷 的 计算 。 但 
是 它 面 临 着 三 个 主要 问题 : 首先 ,需要 在 每 一 个 焦点 形 的 不 动 点 周围 采用 极 
坐标 ,这 妨碍 了 整体 坐标 的 使 用 ;其 次 ,在 极 坐标 下 相关 公式 的 推导 也 是 相当 
繁琐 的 ,或 许 也 会 给 计算 带 来 一 定 的 不 便 ;最 后 ,在 极 坐标 表示 下 ,不 动 点 变 
成 了 一 条 线 而 不 再 是 一 个 点 了 。 因 此 如 何 采取 有 效 的 变换 使 得 计算 更 加 精 
确 有 效 仍然 是 一 个 开放 式 的 问题 。 

不 同 不 动 点 之 间 的 转换 对 于 动力 系统 来 讲 是 至 关 重 要 的 ,也 是 理解 许多 
有 趣 的 物理 及 生物 过 程 的 关键 所 在 ,这 一 过 程 通常 是 由 周期 轨道 或 鞍点 类 型 
的 环 或 是 沿 着 连接 轨道 调节 的 。 另 一 方面 ,连接 轨道 也 常常 存在 于 高 维 不 变 
集中 ,例如 周期 轨道 或 是 不 变 环 , 目前 已 经 有 一 些 计 算 二 维 不 变 环 的 方 
法 5 。 由 于 变 分 法 是 很 稳定 的 , 它 可 以 方便 地 用 于 寻找 周期 轨道 以 及 不 
变 环 ,在 更 复杂 的 不 变 集 或 是 高 维 相 空间 中 找到 连接 轨道 同样 可 以 实现 , 因 
此 这 将 使 我 们 更 好 地 理解 全 局 动力 学 。 
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AIRRA d Vilis d TKI TTE. AR ARR TB EE TT : 
数值 法 .解析 法 .代数 法 .几何 法 和 统计 法 等 。 更 明智 的 选择 是 将 上 述 研 究 方 
结合 到 一 起 ,周期 轨道 理论 则 很 有 希望 结合 上 述 方法 。 本 书 应 用 变 分 法 研 
究 了 其 在 数学 和 物理 问题 中 的 应 用 ,我 们 根据 轨道 的 拓扑 结构 建立 了 合适 的 
符号 动力 学 ,系统 地 分 类 了 KS 方程 以 及 静态 KS 方程 的 不 稳定 周期 轨道 ,并 
且 介绍 了 一 种 有 效 计算 非 线性 动力 系统 中 连接 轨道 的 理论 方法 ,并 用 来 实现 
iin KS 方程 连接 轨道 的 搜寻 。 这 些 结果 对 我 们 深入 理解 KS 方程 的 混沌 
学 性 质 具 有 重要 意义 。 

4 ie 展示 了 如 何在 混沌 系统 里 利用 迹 公 式 、 
谱 行列 式 和 动力 学 5 函数 来 计算 动力 学 的 平均 。 计 算 时 周期 轨道 展开 是 一 个 
不 可 缺少 的 工具 ,对 于 应 用 周期 轨道 理论 来 说 , 找 齐 一 定 拓扑 长 度 以 内 的 不 
稳定 周期 轨道 是 至 关 重 要 的 。 

第 3 章 指 出 了 传统 的 数值 方法 如 多 点 打靶 法 寻找 不 稳定 周期 轨道 的 局 限 
性 ,并 且 详细 介绍 了 一 种 用 来 寻找 高 维 流 中 不 稳定 周期 轨道 的 方法 : 变 分 法 。 
该 方法 首先 对 想 要 寻找 的 周期 轨道 作出 整体 拓扑 上 的 一 个 粗糙 的 圈 猜 想 , 然 
后 让 初始 猜想 的 圈 朝 着 真实 的 周期 轨道 逐渐 演化 。 这 种 方法 既 保 留 了 多 点 
打 轩 法 鲁 棒 性 的 特点 ,同时 又 具有 非常 快 的 收敛 速度 以 及 高 稳定 性 ,使 得 可 
以 应 用 到 诸多 系统 的 研究 中 去 。 我 们 以 交叉 电磁 场 条 件 下 的 里 德 伯 原子 系 
统 和 勒 斯 勒 方程 作为 实例 ,详细 说 明了 如 何 用 变 分 法 计算 周期 轨道 ,并 取得 
了 一 些 有 趣 的 结果 。 

第 4 章 介 绍 了 KS 方程 的 不 稳定 周期 轨道 。 在 具有 周期 性 边界 条 件 的 反 
对 称 子 空间 里 ,我 们 以 两 条 最 简单 的 周期 轨道 作为 组 成 单元 ,应 用 变 分 法 ,在 
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此 基础 上 构建 寻找 更 长 周期 轨道 的 初始 化 条 件 。 成 功 建立 了 一 维 符号 动力 
学 ,以 拓扑 的 方式 分 类 系统 的 所 有 短 周期 轨道 

第 5 章 介绍 了 KS 方程 的 稳 态 解 。 我 们 首先 找 出 了 工 二 43. 5 时 KS 方程 
重要 的 不 动 点 ,这 些 不 动 点 对 动力 系统 起 到 了 组 织 作 用 。 当 固定 的 积分 常数 
取 c==0.40194 时 ,我 们 以 静态 KS 方程 四 条 最 简单 的 周期 轨道 作为 组 成 单 
元 ,随后 建立 了 符号 动力 学 ,以 拓扑 的 方式 分 类 所 有 的 短 周期 轨道 。 我 们 也 
适当 地 选取 了 一 个 庞 加 莱 截 面 ,得 到 了 这 些 周期 轨道 在 截面 上 的 回归 映射 ， 
从 而 显示 出 了 动力 系统 的 复杂 性 。 最 后 研究 了 四 条 基本 轨道 的 分 岔 情况 ,为 
在 一 定 周期 范围 内 寻找 轨道 提供 了 追溯 的 途径 。 该 工作 为 如 何 系统 分 类 所 
有 的 短 周期 轨道 以 及 在 非 线 性 系统 的 态 空间 里 构建 符号 动力 学 提供 了 一 种 
新 途径 ,并 且 为 今后 在 高 维 态 空间 诸如 完整 的 KS 方程 或 者 流体 系统 里 研究 
周期 轨道 奠定 了 基础 。 

第 6 章 介绍 了 静态 KS 方程 的 连接 轨道 ,通过 适当 修改 寻找 周期 轨道 的 
变 分 法 ,使 之 用 来 寻找 连接 轨道 。 方 法 的 优势 在 于 : 一 些 系统 不 动 点 的 不 稳 
定 流 形 往往 具有 多 个 方向 ,很 难 判定 轨道 是 沿 着 哪个 方向 出 去 的 。 用 变 分 法 
计算 简单 形状 的 同 宿 或 异 宿 轨道 时 不 需要 在 不 动 点 周围 进行 线性 化 ,从 而 带 
来 了 很 大 的 方便 性 ,为 今后 寻找 其 他 系统 类 似 的 轨道 提供 了 一 种 新 手段 。 在 
静态 KS 方程 中 ,存在 着 结构 更 为 复杂 的 连接 轨道 ,这 些 轨道 从 一 个 不 动 点 出 
发 后 在 附近 旋转 多 圈 , 又 绕 着 男 一 个 不 动 点 旋转 多 圈 ,我们 应 用 变 分 法 成 功 
地 计算 出 了 此 类 螺旋 型 的 连接 轨道 。 


7.2 展 望 


变 分 法 在 数学 物理 问题 中 的 应 用 还 有 很 多 值得 关注 的 地 方 , 这 里 我 们 仅 
基于 本 书 已 有 的 介绍 ,对 今后 的 方向 做 如 下 展望 。 

如 何在 高 维 相 空间 里 有 效 地 分 类 不 稳定 的 周期 轨道 是 一 个 富有 挑战 性 
的 研究 方向 , 它 与 相 空 间 的 复杂 结构 有 关 。 在 利用 周期 轨道 理论 对 轨道 做 展 
开 计算 时 ,不 稳定 的 周期 轨道 必须 被 分 类 ,并 且 以 有 序 的 方式 排列 ,所 以 通常 
都 需要 建立 符号 动力 学 来 描述 。 遗 憾 的 是 ,符号 动力 学 目前 只 是 在 处 理 一 维 
或 者 二 维 映射 时 比较 有 效 。 我 们 希望 能 够 利用 不 稳定 的 周期 轨道 或 者 连接 
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轨道 把 相 空间 的 结构 更 有 层次 的 显现 出 来 ,以 便 在 高 维 相 空间 中 也 可 以 有 效 
建立 符号 动力 学 。 

同时 在 高 维 空间 里 ,也 一 直 努 力 研究 系统 地 寻找 不 稳定 周期 轨道 的 数值 
算法 , 变 分 法 或 许 正 是 一 种 很 有 前 景 的 候选 方法 ,特别 是 当 低 维 的 奇怪 吸引 
子 互相 交织 在 一 起 时 , 变 分 法 非常 有 效 。 当 前 我 们 面临 着 许多 大 自由 度 的 非 
平衡 . 非 线 性 复杂 体系 。 首 先 ,大 量 的 自由 度 就 需要 我 们 使 用 很 多 变量 来 描 
XE ,在 数值 计算 时 需要 占用 大 量 的 计算 机 内 存 , 而 与 之 相关 的 庞大 计算 常常 
使 得 速度 极 慢 或 者 根本 无 法 实现 。 其 次 ,即使 投入 了 大 量 的 资源 得 到 一 些 零 
散 的 结果 ,我 们 常常 也 难以 发 现 其 中 蕴含 的 规律 ,得 出 富有 洞察 力 的 理解 。 
因此 对 于 高 维系 统 甚至 是 流体 系统 来 说 ,如 何 有 效 地 简化 变 分 算法 ,使 计算 
所 需 的 时 间 成 本 降低 ,这 方面 还 需要 做 更 多 的 工作 。 利 用 非 线性 方程 的 惯性 
流 形 5 或 许可 以 使 我 们 能 够 摘 取 出 高 维 相 空间 中 哪些 方向 是 最 重要 的 ， 
从 而 有 效 化 简 方 程 的 维 数 ,高 效 使 用 变 分 法 计算 出 不 稳定 的 周期 轨道 。 

里 德 伯 原子 在 交叉 电磁 场 中 的 混沌 动力 学 性 质 也 一 直 是 热点 问题 。 该 
复杂 系统 是 研究 经 典 物 理 和 量子 物理 对 应 的 典型 范例 ,目前 体系 的 自 电离 轨 
迹 分 形 结构 和 混沌 动力 学 性 质 尚未 较 好 解释 。 同 时 ,系统 巨大 电 偶 极 矩 的 动 
力学 仍 是 一 个 尚未 解决 的 物理 问题 。 和 希望 后 续 能 够 结合 理论 推导 和 数值 计 
SH ,研究 交叉 场 里 德 伯 原子 体系 的 电 偶 极 矩 性 质 , 利 用 周期 轨道 和 连接 轨道 
来 分 析 偶 极 矩 变化 时 体系 的 动力 学 演化 。 此 外 ,如 何 运用 辛 算法 模拟 电子 的 
动力 学 行为 ,基于 半 经 典 闭合 轨道 理论 研究 体系 的 分 形 自 相 似 结构 ,以 及 利 
用 离散 逃逸 时 间 图 和 同 宿 绰 绕 的 拓扑 参量 进行 分 析 , 获 取 混 沌 输 运 和 粒子 混 
沌 逃逸 的 机 理 也 是 值得 深入 研究 的 。 
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